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Estabilidad y disefio de un controlador LQR para un sistema Bola-Viga

Stability and design of a LQR controller for a Ball-Beam system
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Resumen

Este articulo presenta el disefio de un controlador
LQR para un sistema Bola-Viga, asi como su
analisis de estabilidad, el control de un sistema
Bola-Viga es uno de los més interesantes para la
ingenieria de control ya que es un sistema dindmico
altamente no lineal. Los objetivos de este
documento se centran en el rendimiento del sistema
usando un control LQR para diferentes
perturbaciones asi mismo obtener los planos de
fase. El trabajo parte con el modelado del sistema
de bola-viga, el cual consiste de dos brazos
mecanicos, una caja de engranes y un servomotor de
CD, posteriormente se disefia el control LQR, esto
permite realizar la simulacion y la obtencion de la
respuesta  del controlador bajo  diferentes
condiciones. En el sistema el par de entrada se
genera desde el servomotor de CD para controlar la
posicion de la bola en la viga, donde la bola rueda
libremente sobre la viga. El andlisis del rendimiento
se lleva a cabo utilizando LQR robusto y se
presentan las caracteristicas de rendimiento del
sistema. Finalmente, el analisis de estabilidad se
lleva a cabo trazando los planos de fase.

Sistema de bola-viga, Espacio de estados,
Anélisis de estabilidad

Abstract

This article presents the design of an LQR
controller for a Ball-Beam system, as well as its
stability analysis, the control of a Ball-Beam system
is one of the most interesting for control
engineering since it is a highly non-dynamic system
linear. The objectives of this document focus on the
performance of the system using an LQR control for
different disturbances as well as obtaining the phase
plans. The work starts with the modeling of the ball-
girder system, which consists of two mechanical
arms, a gear box and a DC servomotor, later the
LQR control is designed, this allows simulation and
obtaining the response of the controller under
different conditions. In the system the input torque
is generated from the DC servo motor to control the
position of the ball on the beam, where the ball rolls
freely on the beam. Performance analysis is
performed using robust LQR and the performance
characteristics of the system are presented. Finally,
the stability analysis is carried out by plotting the
phase planes.

Ball and beam system, State space, Stability
analysis
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Introduccion

La dinamica de un sistema esta condicionado
por acciones, ya sea de un modo deseado a
través de la manipulacion de variables o por
perturbaciones que son aquellas variables no
manipuladas. El desafio actual es el modelado y
control, interrelacionados, de sistemas modernos
y complejos, tales como el control de tréfico,
procesos quimicos y sistemas robaticos [1]. El
control de un sistema Bola-Viga es uno de los
mas interesantes para la ingenieria de control ya
que es un sistema dindmico altamente no lineal,
el cual consiste en una viga que rota en donde
una bola se mueve libremente cambiando de
posicion mientras rueda en la viga. Este sistema
se puede aplicar en problemas de estabilidad
para varios sistemas, como la estabilidad
horizontal de un avién durante el aterrizaje y el
flujo de aire turbulento, y el problema de
equilibrio de los robots.

Una propiedad interesante del sistema de
bola-viga que motivé la investigacion es que, es
un sistema inestable. Se han realizado muchos
estudios sobre el sistema de bola-viga. Hirsch
[2] construyé el sistema bola-viga, uso un
sensor ultrasonico para medir la posicién de la
bola. El &ngulo de la viga lo midi6 a través de
un potenciometro. ElI motor con caja de cambios
se accion6 con un circuito de amplificador
operacional de alta potencia. Yu [3] usa un
controlador PD para controlar el modelo no
lineal del sistema bola-viga. El controlador
aplicado es una sintesis de tipo PD que muestra
la respuesta con un tiempo de establecimiento
de aproximadamente 150 ms. Sin embargo,
existen algunos errores de estado estable.

Los objetivos de este documento se
centran en el rendimiento del sistema usando un
control LQR para diferentes perturbaciones asi
mismo obtener los planos de fase. La
organizacion de este documento es la siguiente:
de inicio se realiza el modelado del sistema de
bola-viga, posteriormente se disefia el control
LQR, esto permite la  configuracion
experimental y la obtensién de resultados.

Modelado del sistema de bola y viga

El modelado es el primer paso en el disefio de
un lazo de control. Cuanto mayor es el
conocimiento del proceso, mejores son los
resultados que obtendremos, ya que el disefio
del control sera basado en el modelo.
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La configuracion mecéanica del sistema
bola-viga se muestra en la figura 1 [4], consiste
de dos brazos mecanicos, una caja de engranes y
un servomotor de CD. La bola se coloca en la
viga, donde rueda libremente a lo largo de su
plano horizontal. El brazo de palanca esta unido
a la viga en un extremo y el servo engranaje en
el otro.

Aplicando la ley de Kirchhoff de
voltajes al motor de CD se obtiene

Vin = IyRy + K0 + L )

™ dt

Donde 6 es la velocidad angular, V;,, es
el voltaje de entrada, I,,,, R,, ¥ L,, son la
corriente, la resistencia y la inductancia de
armadura respectivamente y K, la constante de
la fuerza electromotriz. Si la inductancia de
armadura tiene un valor muy pequefio la
ecuacion (1) se reduce a:

Vin = InRim + K3, 0 2)

Figura 1 Sistema bola viga

El par que actla sobre la viga es:

1 v .
Tm = K_Ume + B,,0) (3)
g

El coeficiente de friccion viscosa es By,
el par rotacional es 7,,,, K, es la relacion entre la
caja de engranes del motor y el servo, J,, es la
inercia. En base a las ecuaciones anteriores el
modelo del motor queda descrito como

Rip Jm » Ry By .
= K, 4
v, Knge+<b+Kng : )
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Para obtener el modelo matematico del
sistema bola viga utilizamos las ecuaciones de
Euler-Lagrange, considerando que el sistema no
tiene perturbaciones y no hay friccion quedando

H=T-P ©)
H= %[Ul +mr2)d2 +gm7;2] _ (mgr +%Mg) sina (6)

El lagrangiano H resume la dindmica del
sistema. Puesto que no hay fuerza externa sobre
la bola, las ecuaciones de movimiento de
Lagrange se dan en las ecuaciones (7) y (8)

(]1+mr2)ii+2mrr'0‘z+(mgr+%Mg)cosa=r (7)
7. :
gr—ra +gsina=0 8

Considerando que sin friccion el angulo
de la viga conduce a que gsina = ga,
entonces al linealizarse estas ecuaciones se
puede estimar cuando sistema se aproxima a un
punto de equilibrio. En este punto ¢ = 0
entonces —ra? ~ 0 y las ecuaciones (7) y (8)
quedan

L
(mr? + K))a + Cmrr + Ky)a + (mgr + EMg) cosa=rt (9)

Ki—rd?+ ga=0 (10)
Donde

__ RmJmlL
K, = K Kgd + /1

LSt g, 4 )

d\ Rm Km Kg
K
K3=1+_m
Rm
7
K, =-
475

La representacion en el espacio de
estados [5]

.x:]_ == xz
. 9
xZ == _K_x3 (11)
4
x3 = .X'4_
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. 1
%y = ——— Ky Vin —
4 mxq2+K, 3%

2mx; x, — Ky)x, — (mgx1 +
gMg) cos x3]

La variable x; = r (m) es la posicion de
la bola en la viga, x, = 7 ("M/s) representa la
velocidad de la bola, x; = a (rad) indica la

posicion angular de la viga y x, = & (Tad/s)
es la velocidad de la viga.

El  modelo representado por las
ecuaciones diferenciales de estado es no lineal
como la mayoria de los sistemas fisicos. Este
modelo se puede aproximar a su version lineal
bajo ciertas condiciones en determinados puntos
de equilibrio. La linealizacion se realiza
alrededor de un punto o trayectoria de
operacion, definido por valores nominales.

El punto x.q = f(xeq,0) =0

0=x,
9
0= ——
Ky 3
0=12x4
1
O=m[K3 Vin_(zmxlxz_Kz)X4_

(mgx1 + %Mg) cos x3]

Despejando, obtenemos que el punto de
equilibrio resulta

LM
Yeq=|-3m 0 0 0]

Tomando el punto de equilibrio se
linealiza el sistema alrededor de dicho punto
derivando las ecuaciones de estado para obtener
las matrices A y B por lo que se obtiene a partir
de:

of of
= — B = —
dx X=Xeq y

(12)

Ju X=Xeq

Para este trabajo se consideran los
siguientes datos del sistema L=0.7 m;
M=18.848x10° Kg; m=0.5 Kg; g=9.81 m/s%;
J1=7.35 x10* Kg.m?; d=0.075 m; Bm=0.4x10®
N.m.s; Ky,=0.022 V/rad/s; Kn=0.022 N m/A;
Rm=9.4 Q; =0.0163 N.m; Jn=8.5 x10" Kg.m?;
In=0.76 A,
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Ya con los datos se sustituyen en (11) y
(12) quedando

A
0 1 0 0
_ 0 0 —7.0014 0 (13)
B 0 0 0 1
—-11409 0 0 —48.25
0
0
B = 0 (14)
233.148

Disefio del controlador LQR.

El control LQR es un controlador que
proporciona el mejor rendimiento posible,
ofrece una ley de control simple, muy robusto
tanto en tiempo continuo o en tiempo discreto.
Para el control 6ptimo, las especificaciones de
control son formuladas en una funcion de costo.
La funcién de costo (también conocida como
figura de mérito, indice de desempefio, etc.), es
una funcion que penaliza el “mal”
comportamiento del sistema, es decir cuanto
mas lejos este él sistema de la situacion deseada,
mayor serd el valor de la funcion de costo.
Entonces, el objetivo del controlador éptimo,
sera minimizar esta funcion.

El control LQR se plantea como la
necesidad de calcular la mejor entrada u(t), que
permita llevar el sistema de un estado inicial
x(t,), a un estado final x(tf) en un tiempo ¢t —
t,. Para calcular la ganancia de realimentacion
K es siguiendo el criterio de optimizacion
minimizando el funcional cuadrético

J = [T + x() + (15)
ul (t)Ru(t)] dt

Donde Q y R son matrices positivas
definidas, generalmente diagonales o cuando
menos  simétricas, que determinan la
importancia de cada parametro dentro de la
funcion de costo, que ponderan las variables de
estado y la actuacion respectivamente, la matriz
Q la importancia de los estados durante la
transicion y R la importancia de la entrada.

La formulacion del problema utilizando
una matriz R distinta de cero, tiene particular
importancia en la préctica ya que esta matriz nos
limitara el valor de la entrada u, aplicada al
sistema.
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Como el criterio se basa en funcionales
cuadréticos, recibe el nombre de regulador
lineal cuadratico (LQR). EI funcional J puede
interpretarse como el costo total de la transicion
de las variables de estado de un punto a otro.

Con las siguientes restricciones

x = Ax(t) + Bu(t) (16)

u(t) = —Kx(t) a7

No hay reglas que puedan emplearse de
forma general para la seleccion de las matrices
Q vy R. Una regla simple consiste en escoger Q y
R diagonales, asignando valores grandes a
aquellas variables que se desee minimizar.

En cualquier caso, los valores de Q y R
deben ser siempre positivos o cero. El
conocimiento que se posea del sistema resulta
fundamental en la seleccion de estas matrices.
Aun asi, es conveniente calcular diferentes
controladores, en base a distintos valores para
las matrices Q y R, y verificar su efectividad
mediante la simulacién. Una ventaja importante
del control LQR es que, sea cual sea la eleccion
de las matrices Q y R, se preserva la estabilidad
asintética y la robustez del controlador.

Considerando lo anterior, se definen las
matrices Q y R, con ellas se determina la
importancia relativa del error y el gasto de
energia de la sefial de control por tanto:

50000 0 0 0
1 o 500000 0 O
Q= 0 0 5000 0 (18)
0 0 0 5
R =[0] (20)

Simulacion y resultados

La simulacion del sistema bola-viga con
controlador se desarrolla sobre el software
MATLAB/SIMULINK. EI obtener la matriz K,
analiticamente no es tarea facil, MATLAB
cuenta con la funcion K=Igr(A,B,Q,R). Para ello
es necesario ajustar Q y R hasta obtener el
desempefio deseado.
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La matriz A y B se toman de (13) y (14)
y lamatriz Q y R de (18) y (20) respectivamente
con lo que se obtuvo:

K =[-228553 —239.47 114978 2.248] (21)

La Figura 2 muestra el diagrama de
control del sistema bola-viga en SIMULINK
con el controlador LQR.

Figura 2 Sistema de control LQR en SIMULINK

Los resultados de la simulacion para el
control de seguimiento se ilustran en la Gréafico
1 para el caso de una perturbacién impulso cuya
magnitud es de 5N con una referencia 0°. La
respuesta que se grafica corresponde a la
posicion angular de la viga con respecto a la
horizontal, se observa que tiene dos
sobreelongaciones una de +1.7° y un tiempo de
asentamiento de 3s.

Grafico 1 Respuesta del sistema con una perturbacién de
5N.

Los Graficos 2 y 3 muestran el
comportamiento del sistema con unas
perturbaciones de 25 N y 50 N respectivamente
en donde se observa que la salida sigue con
éxito la trayectoria de referencia, proporcionan
un buen rendimiento ambas con un tiempo de
asentamiento para el caso de ambas figuras de
3s.
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Pero en el caso de la respuesta del
Gréafico 1 se tienen sobreenlongaciones de
8°,—12° y dos pequefios picos de +1°. La
respuesta de la Grafico 2 muestra que alcanza
unas sobreelongaciones de
15°,12°,4°,1°,—-20° —6° — 0.5°, hasta que
alcanza el valor de referencia.

viga (deq)

Juio de I

tlempo (s)

Gréfico 2 Respuesta del sistema con una perturbacion de
25 N.

Gréfico 3. Respuesta del sistema con una perturbacion
de 50 N.

La estabilidad es una caracteristica
importante a considerar en el desarrollo y
andlisis de un controlador, cuando el sistema es
lineal se dispone de algunos criterios, entre los
cuales esta el criterio de estabilidad de Routh o
el Nyquist, sin embargo cuando el sistema es no
lineal estos criterios no son aplicables [6].

Para verificar la estabilidad del sistema
por medio del andlisis gréafico con el plano de
fase en el que se grafica la posicion angular (eje
X) contra la velocidad angular (eje y) de la
respuesta del sistema.
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El Grafico 4, muestra la trayectoria en el
plano de fase del sistema, en ella se observa que
la trayectoria parte desde un punto establecido
por las condiciones iniciales, que en este caso
son cero, y después de cierto tiempo llega al
punto esperado ya que se ha perturbado con un
impulso de 5N.

0.6

0.5

Gréafico 4 Plano de fase del sistema para una
perturbacion de 5N

En el Grafico 5 se observa que la
trayectoria es muy parecida a las del Grafico 4,
solo con pequefias variaciones en su trayectoria.

10 T T

Gréafico 5 Plano de fase del sistema para una
perturbacion de 25N

El Gréfico 6 describe una trayectoria
mas irregular debido a las sobreelongaciones,
que se observan en el Grafico 3, pero alcanza el
punto deseado, en ambas trayectorias para las
diferentes  perturbaciones las  respuestas
convergen al mismo valor de referencia.
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Grafico 6 Plano de fase del sistema para una
perturbacion de 50N
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Conclusiones

En el presente trabajo se desarrolla un
controlador LQR para un sistema bola viga, el
cual es representado por un modelo no lineal.
Se obtiene el comportamiento dinamico del
sistema con una referencia de 0 y diferentes
perturbaciones impulsos, la respuesta obtenida
muestra que el sistema responde rapido con
pequefias sobreelongaciones para
perturbaciones magnitudes pequefias y en caso
de magnitudes grandes tiene picos mayores con
respecto con los de menor magnitud pero en
ambos caso alcanza el valor deseado.

Para la estabilidad por medio de plano
de fase, las trayectorias de la respuesta del
sistema no lineal con el controlador LQR, las
respuestas convergen al mismo valor de
referencia. Finalmente, este estudio proporciona
un rendimiento dindmico con precision de la
posicion angular de la viga.
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