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Abstract

This paper is related to inventories systems with stochastic demand in discrete time and finite
horizon. One way to control the system is through the production sequence, with the main goal of
reduce the costs. The Markov Decision processes theory allows using the dynamic programming
technique to control inventory system.

4 Introduccion

El presente trabajo esta vinculado con sistemas de inventarios estocasticos, a tiempo discreto y con
horizonte finito. Un sistema de inventario tiene la siguiente interpretacion: en un tiempo
determinado se observa el nivel de produccién o stock y dependiendo de este se produce (u ordena)
cierta cantidad para suplir la demanda en el periodo la cual se supone es estocéstica. Esto producira
un nuevo nivel de stock en el siguiente periodo. Todo esto generara costos durante el horizonte de
produccion ya sean de almacenamiento, produccion y penalidades por demandas no suplidas. Una
forma de controlar al sistema es mediante la cantidad producida u ordenada para reducir sus costos.

Por otro lado, la teoria de procesos de decision de Markov (PDMs) permite modelar
perfectamente a los sistemas de inventarios. Los PDMs son aquellos procesos que son observados
de forma periddica, bajo incertidumbre en sus movimientos y tienen una gran variedad de
aplicaciones. En particular, este trabajo se enfoca en el estudio de un sistema de inventario (véase
[4] vy [5]). Un proceso de decision de Markov esta constituido mediante un modelo conocido como
modelo de control de Markov (MCM), cuyas componentes permiten caracterizar su desarrollo en el
transcurso del tiempo. El transito del sistema puede ser influenciado por medio de la aplicacion de
acciones en cada periodo de tiempo. A la sucesion de acciones se le conoce como politica y, una
forma de evaluar su calidad es mediante, un criterio de rendimiento o funcion objetivo. El problema
de control optimo (PCO) consiste en determinar una politica que optimice al criterio de
rendimiento.

Una forma de resolver el PCO es mediante la técnica de programacion dindmica (PD)
iniciada por Richard Bellman a mediados de los afios 50’s (véase [1]). EI método de PD consiste en
llevar al PCO a otro equivalente, el cual estd dado por medio de una ecuacion funcional. Dicha
ecuacion permite determinar a la politica éptima. El objetivo de este trabajo consiste en demostrar
que es posible hacer uso de PD para un sistema de inventario estocastico. La metodologia es la
teoria de PDMs.

4.1 Procesos de decisi’on de Markov

Un Modelo de Control de Markov (MCM), estacionario, a tiempo discreto, consiste de una
qu’intupla:

X, A, { AX)| x € X}, Q, r), donde X y A son espacios de Borel, llamados espacio de
estados y espacio de acciones (0 controles), respectivamente. { A(x)| x € X} es una familia de
subconjuntos medibles y no vac’ios A(x) de A, donde A(x) denota al conjunto de acciones
admisibles al correspondiente estado x € X.

El conjunto K de parejas de estado accion admisibles esta definido por
K:={(x,a)|xeX,ae AX)}, Q(:]-)eslaleyde transicion definida en X dado K, yc:K — Res
una funcio’n medible llamada la funcio’n de costo.
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La dindmica que describe a este sistema estocastico actud de la siguiente manera: si el
sistema al tiempo t se encuentra en el estado xt = x € X, y la accion at = a € A(x) es aplicada,
entonces ocurren dos c0sas:

- se recibe una recompensa r(x, a); y
- el sistema transita a un nuevo estado xt+1 mediante la ley de transicio’n

Una vez hecha esta transicion a un nuevo estado, se elige una nueva accion y la dinamica
anteriormente descrita se repite.

Una politica es una sucesion n = {nt} de kérneles estocasticos, donde cada
it esta definido sobre A dada su correspondiente historia. EI conjunto de todas
las politicas es denotado por I1.

Una clase particular de pol‘iticas son las que estan caracterizadas por sucesiones del
siguiente conjunto F := { f: X — A| f es medible y para cada x € X, f (X) € A(X)}, cuyos
elementos de F se les conoce como selectores. Una politica = € IT descrita
por elementos de F se le conoce como politica determinista.

Sea (Q, «) un espacio medible que consiste del espacio muestral candnico Q := (X x A)wo y
« su correspondiente o-"algebra producto.

Sean & € IT una politica arbitraria y X0 = x € X. Entonces por el teoremacde lonescu-Tulcea
(vease [3]), existe una u"nica medida de probabilicfad P sobre (Q, «). El proceso estocéstico ((Q,
«, P ), {xt}) es llamado proceso de decision de Markov (PDM). La esperanza con respecto a P «
es denotada por Ex .

Una manera de evaluar la calidad de una politica es por medio de un criterio de
rendimiento. En este trabajo se considera el costo total descontado, definido paracadan € I1y
cada x € X como con a € (0, 1). A a se le conoce como factor de descuento y a N como el
horizonte del problema, el cual se supone es finito.

Definicion Una politica n+ € IT es Optima, si para cada x € X, v(n*, X) = inf v(x, X). n€Il La
funcion definida para x € X V (x) := ‘inf v(=, X), €Il es llamada funcion de valor 6ptimo.

El problema de control éptimo consiste en determinar una politica 6ptima.
Programacién dinamica
En la literatura existente se encuentra una herramienta esencial para resolver el problema de control
Optimo, conocida como programacion dindmica (PD) (véase [1], [2] v [3]).
Considere un MCM fijo. La siguiente condicion sobre el MCM permite aplicar la técnica de PD,
(ver Teorema 2.3, [3]). La Condicién 2.2 utiliza los conceptos de infcompacidad y emplea las
propiedadades débil y fuerte de un kérnel estocastico, estos conceptos corresponden a las
definiciones 6.1 y 6.2 del ap”endice, respectivamente.
Condicion

- La funcion de costo ¢ es continua, acotada inferiormente e infcompacta sobre K.

- Laley de transicidon Q es débilmente continua o fuertemente continua.
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4.2 Sistema de inventario

Considere un modelo de inventario de alguna produccio’n en el cual la variable xt es el nivel de
stock al principio del periodo t, donde (t=0, 1,2 ..., N ). La variable de accion at es la cantidad
pedida (u ordenada) e inmediatamente proporcionada al principio del periodo, mientras que, la
variable de perturbacion (o ruido) &t es la demanda durante ese periodo. En este caso, el nivel de
stock en el siguiente periodo de tiempo est& dada por la siguiente ecuacion en diferencias

xt+1 = xt + at — &, 4)
parat=0,1,2,...,N,conx0=x.

Al finalizar el periodo, se debe pagar un costo determinado por
c(xt, at, &t) =bat + h m’ax{0, xt+1} + p m’ax{0, —xt+1}, (3)parat=0,1,2,..., N, donde:
* b es el costo de produccion por unidad.
* h es el costo por unidad de exceso del inventario (de almacenaje).
* p es el costo por unidad de demanda sin entregar (no suplida). Ademas, b, h y p son

constantes no negativas, con p > b.

El objetivo principal es minimizar el costo esperado descontado de operacion,
es decir, minimizar el valor esperado de N —1. atc(xt, at, &t).t=0

4.3 Identificacion del sistema de inventario como un PDM

El planteamiento del modelo de inventario propone considerar al espacio de estados X = R, al
espacio de acciones y al conjunto de acciones admisible como

A =A(x)=[0, ©), y la ley de transicio n Q esta inducida por la ecuacion.
Se supone que {&t} son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
valores en S = [0, ), con funcion de distribucio’n , la cual tiene densidad continua A, y ademas &

tienen esperanza finita.

Obsérvese que el costo determinado en la ecuacion (3) depende, ademas del estado y accidn,
de la demanda aleatoria, es decir,

c(x,a, & =ba+hmix{0,x +a—E}+pmax{0, & —x—a} 4.2)
Sin embargo, si se considera para cada (x, a) € K

cr(x,a) = E(c(xt,at, &t)| xt=x, at =a),= c(x, a, s)u(ds),=c(x, a, s)A(s)ds,
donde E denota la esperanza de &. Entonces cr resulta ser la funcion de costo para el MCM.
Finalmente, el objetivo es minimizar al criterio de rendimientocont € [Ty x € X.

V(m, X) :=En N -1

. atc(xt, at, &),
t=0
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Lema 4.1. Bajo las suposiciones antes mencionadas sobre el sistema de inventario se
satisface la Condicio’n 2.2.

Demostracion. Es obvio que la funcio’n de costo cr estd acotada inferiormente.
Para mostrar que cr es continua en K, consideramos a

W (x, a) =hE[ma’x{0, x +a—&}] + pE[ma’x{0, { —x —a}], 4.2)
es una funcidn continua en K.

Sean {xn} y {an} sucesiones en X y A, respectivamente, tales que, xn — xr
y an — ar. Definiendo a gn y g como

gn(s) := [xn+an —s| A(s), g(s) .= |xr + ar — s| A(S). (4.3)
Se tiene que gn(s) — g(s) para cada s € S. Asimismo, sucede que

gn(s) < (xn|+ fan| + )A(s)

<M+ 9)A(s) =: f(s), (4.4)
donde M es la cota |xn| + |an|. De manera que,

(M + s)A(s)ds =M + E(§) < +oo. (4.5)

En consecuencia, f es integrable y por el Teorema de la Convergencia Dominada, se
concluye que w es continua.

Por otra parte, se afirma que cr es inf-compacta sobre K. En efecto, sean
X € X, A € Ry considere al conjunto

AMX) :={a € A®X)| cr(x, a) <A} (4.6)

N’otese que AL(X) es acotado, de lo contrario, existe una sucesio’n {ar } sucesién

n

enAAroo, implicando que lim cr(x, ar ) = o,
n—oo N

y dada la continuidad de cr se obtiene que o« < A, lo que es una contradiccio’n.
Por otro lado, si {ar } es una sucesio’n en AL(x), tal que ar
—a€AYy
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4.4 Conclusiones

En general, la t'écnica de programacion dindmica, sirve como herramienta para resolver el
problema de control 6ptimo. Para el modelo de inventario estocastico presentado, esta técnica
permite determinar no s6lo a la politica 6ptima, sino también al valor 6ptimo de una forma
recursiva. Como trabajo a futuro se pretende utilizar simulacion numeérica para su aproximacion.
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