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Introducción
Con el actual desarrollo de la sociedad, cada día se van incursionando dentro de los
diferentes sectores de la industria lo que ha provocado el surgimiento de nuevas
tecnologías como lo son los UAV. Estos sistemas en la actualidad tienen una gran cantidad
de aplicaciones lo que significa un proceso de mejora constante y que inicia desde se
creación en 1927.

Estos dispositivos han sido mejorados en diferentes aspectos, entre los cuales se encuentra
la estabilidad de su vuelo el cual puede ser representado y estudiado con sistemas como lo
es el balancín con motor y hélice.

Para atender esta característica se han desarrollado diferentes propuestas entre las cuales
resalta el control PID acompañado de otras herramientas de control. Si bien esto le ha
dado relevancia ha esta acción de control, lo cierto es que no es la más apropiada para
sistemas lineales. Y debido a esto es necesario incursionar en otras estrategias de control
enfocadas a sistemas no lineales como lo es el control LQR propio de las estrategias de
control moderno.



Metodología

1
• Obtención del modelo matemático del sistema balancín con motor y 

hélice.

2
• Desarrollo del controlador para el sistema.

3
• Realización de simulaciones y análisis de la respuesta obtenida del 

controlador del sistema, ver Resultados.

4
• Análisis de la estabilidad lograda con el controlador, ver Resultados



Modelo matemático

La obtención del modelo matemático es uno de los primeros pasos para el diseño de un sistema de
control y en este proceso se ven involucrados los distintos parámetros del principio de
funcionamiento del sistema. Para este caso los parámetros tomados en cuenta son los siguientes:

• 𝐿: Longitud del eje de rotación
• 𝜃: Desplazamiento angular
• 𝐷1: Longitud de la barra vertical
• 𝑙: Distancia del centro del eje de rotación al motor 
• 𝜏: Torque
• 𝑚𝑚: Masa del motor
• 𝑔: Constante de aceleración gravitacional terrestre 
• 𝐹𝑒: Fuerza de empuje generada por las hélices 
• 𝐹𝛽: Fuerza producida por el coeficiente de fricción

• 𝛽: Coeficiente de fricción
• 𝐹𝑔: Peso del motor



Función de transferencia y espacio de estados
El desarrollo del controlador LQR requiere de que se obtenga el modelo del sistema en el espacio de
estados por lo cual se determina la función de transferencia del mismo. Obtener primero la función
de transferencia es debido a que en el dominio de la frecuencia el análisis matemático es más
sencillo. Realizar el modelo matemático del sistema permite determinar la función de transferencia
que describe al mismo.

La función de transferencia que describe a este sistema se puede observar en la siguiente tabla. Esta
función corresponde a un sistema de segundo orden, y la expresión que describe a estos sistema se
visualiza de igual manera en la tabla.

Función de transferencia del sistema
Función de transferencia de segundo 

orden
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La función de transferencia del sistema permite obtener el modelo en espacio de estados del
sistema a partir de un conversión, la cual da como resultado las expresiones siguientes expresiones,
misma que hace posible el desarrollo del controlador.

Posteriormente, es necesario determinar los parámetros desconocidos de ambas expresiones, para
lo cual se toman en cuenta los siguientes datos: 𝑙=0.3m; 𝐿=0.6; 𝑡𝑠=2.579seg; 𝑚𝑚=0.06kg;
𝐼𝑇=0.0108kg. m2. Estos datos permiten obtener las matrices A, B y C tomando los siguientes valores.

Expresiones completas Expresiones simplificadas
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Diseño del controlador LQR

Para el diseño del controlador LQR es necesario prestar especial atención en el índice de
comportamiento J ya que el objetivo de este controlador es el de minimizar este índice llevándolo a
los valores mínimos posibles por lo que los diferentes parámetros del mismo son calculados en
función de este índice.

Los parámetros que se ven involucrados y que tienen que ser calculados para el desarrollo del
controlador corresponden a las matrices Q, R y K ya que las dos primeras se ven involucradas en la
expresión del índice J. Por otro lado, corresponde a la ganancia de realimentación aplicada en el
vector de control óptimo.

En este caso, Q y R toman los siguientes valores.

Índice de comportamiento Vector de control óptimo

J = න
0

∞

x ∗ Qx + u ∗ Ru dt u t = −Kx(t)

Q =
90000 0
0 90000

R = 1



Resultados

A partir del modelo en espacio de estados y las matrices pertenecientes al índice de
comportamiento se determina la matriz K mediante la función K=lqr(A, B, Q, R), la cual está
integrada en el software MATLAB y se obtienen los siguientes valores.

K = 284.1221 297.8597

Una vez obtenida esta matriz se desarrolla el diagrama de control del sistema con la herramienta
SIMULINK tal como se puede apreciar en la siguiente figura.



Previo al análisis de la respuesta del
controlador ante perturbaciones de
diferentes magnitudes, se obtiene el
campo vectorial correspondiente a las
soluciones del sistema no lineal que
describe al balancín con motor y hélice.

Este campo vectorial muestra que las
trayectorias de las soluciones del este
sistema alcanzan un valor de cero lo que
indica que el sistema es perfectamente
capaz de alcanzar un punto de estabilidad
adecuado ante perturbaciones.



Posteriormente, se realizan simulaciones al controlador desarrollado aplicando perturbaciones de
diferente valor y visualizar la respuesta del control ante las mismas. Para este caso en específico se
aplican dos perturbaciones diferentes una de 1N y otra de 5N. Las respuestas del sistema ante estas
perturbaciones se observa en los gráficos siguientes, a partir de los cuales se puede determinar que
el controlador desarrollado permite alcanzar la estabilidad del sistema en ambos casos, con sus
respectivas variaciones entre una y otra en relación al ángulo máximo que alcanza el balancín y el
tiempo que necesita para alcanzar la estabilidad.

Respuesta ante perturbación de 1N Respuesta ante perturbación de 5N



La estabilidad es una de las características más importantes durante el desarrollo y posterior análisis
de un controlador, y debido a esto es el primer punto a considerar para los profesionales enfocados
en el control.

Para el caso de sistemas lineales se tienen algunos criterios que permiten analizar la estabilidad del
sistema como lo son los criterios de Rout-Hurwitz y de Nyquist. No obstante, en los sistemas no
lineales, los criterios mencionados no son aplicables, por lo que es necesario utilizar otros métodos
que permitan el análisis de estabilidad en sistemas no lineales.

Para verificar la estabilidad del sistema de control desarrollado para el balancín con motor y hélice
se emplea un análisis gráfico por medio de la utilización de planos de fase, en los cuales se grafica la
variable X1 o posición angular (en el eje X) contra la variable X2 o velocidad angular (en el eje Y).

Análisis de estabilidad



Después de obtener los planos de fase para las dos perturbaciones se puede determinar que en
ambos casos la trayectoria del sistema parte del punto de referencia determinado en las
condiciones iniciales y después de que transcurre cierto tiempo llega nuevamente al punto de
referencia. La diferencia que hay entre ambos planos de fase es que la velocidad angular y la
posición angular sufren un cambio de una perturbación a otra debido al cambio de la magnitud de
la perturbación, pero en ambos casos las trayectorias convergen en el mismo punto de referencia.

Plano de fase para perturbación de 1N Plano de fase para perturbación de 5N



Conclusiones

En el presente trabajo se desarrolla un controlador óptimo LQR para un sistema balancín con motor
y hélice, el cual se representa a partir de un modelo no lineal, mismo que permite la obtención de
las diferentes variables que hacen posible el diseño del controlador.

Además, se obtiene el comportamiento dinámico del sistema ante perturbaciones de diferentes
magnitudes y las respuestas obtenidas ante las mismas demuestran que el sistema tiene un tiempo
de asentamiento corto con una pequeña sobreelongación ante perturbaciones de magnitudes
pequeñas y, en caso de que esta magnitud aumente tiene sobreelongaciones de mayor valor con
respecto a las obtenidas para perturbaciones de menor magnitud, pero, en los casos analizados, el
sistema alcanza el valor deseado en un tiempo corto.

El análisis de estabilidad realizado a partir de los planos de fase, indica que la trayectoria de la
respuesta del sistema con controlador LQR, ante perturbaciones de diferentes magnitudes,
converge en el valor de referencia determinado en ambos casos. Aunado a esto, se dice que el
controlador desarrollado para este sistema no lineal proporciona un rendimiento dinámico
apropiado y con precisión de la posición angular del balancín, aun teniendo perturbaciones
diferentes.
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