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Resumen 

 

Se presenta el diseño de un controlador difuso tipo 2, 

se trata de un control indirecto al asumir que se 

desconoce el modelo matemático que describe al 

sistema a controlar. El controlador emplea la 

aproximación difusa del sistema, misma que es 

ajustada mediante la adaptación de las reglas difusas 

propuestas inicialmente. La lógica difusa tipo 2 sirve 

como una justificación para la elección de la forma 

de los conjuntos difusos, dada la complejidad de 

tratar con ella se empleó un intervalo difuso tipo 2. 

Como caso de aplicación, se implementó la ley de 

control en un péndulo invertido, los resultados de 

simulación son mostrados notando una respuesta 

similar a la ya reportada en la literatura pero con un 

gasto computacional mayor, por lo que la regla de 

adaptación se propuso en tiempo discreto a fin de 

evitar algoritmos de integración numérica. 

 

 

Control Indirecto, Lógica Difusa, Aprendizaje 

 

 

 

Abstract 

 

It is shown the control design by using fuzzy logic 

type 2; this is an indirect control because it is 

assumed that the mathematical model of the dynamic 

system is not known. The controller uses a fuzzy 

approaching of the system which is tuned by 

updating the consequents of the fuzzy rules. The 

fuzzy logic type 2 can justify the shape of the fuzzy 

sets, because of its complexity to be evaluated, it was 

implemented a type 2 fuzzy interval. For the control 

application it was used the inverted pendulum, the 

simulation results show a similar behavior than the 

reported in another works, the drawback is its bigger 

computational requirements, in this way, it was 

proposed a discrete time learning rule for avoiding 

numeric integration.   
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Introducción 

 

Dada la dificultad para tratar con sistemas 

complejos, no siempre es posible el empleo de 

un modelo matemático aproximado para 

proponer una estrategia de control [1].  

 

Para poder tratar con información 

incompleta o inexacta, se han desarrollado 

diferentes técnicas de cómputo suave, una de 

estas técnicas es la lógica difusa [2].  

 

La lógica difusa fue propuesta 

inicialmente por L. Zadeh [3], quien empleó 

términos de la lógica proposicional y la teoría de 

conjuntos, su trabajo fue poco usado hasta que 

E. Mamdani [4] propuso un controlador difuso 

para una máquina de vapor.  

 

Desde entonces, en diversos aparatos 

electrodomésticos, la palabra fuzzy es sinónimo 

de confiabilidad, buen desempaño o que es 

amigable con el usuario [5]. 

 

  Existen dos sistemas de inferencia 

difusa, el tipo Mamdani que emplea conjuntos 

difusos en los consecuentes de las reglas, y el 

tipo Takagi-Sugeno (TS), el cual tiene funciones 

lineales como consecuentes, las cuales pueden 

ser constantes o combinaciones lineales de las 

entradas [3].  

 

  En el presente trabajo se propone el uso 

de un sistema difuso TS del tipo dos. 

 

  Varias han sido las aplicaciones de la 

lógica difusa, por ejemplo se ha empleado en la 

detección de patrones [6], en el control de 

sistemas dinámicos [7], en toma de decisiones 

[8], modelado de sistemas no lineales [9], en 

comunicaciones electrónicas [10] y 

procesamiento digital de señales [11]. Ante sus 

buenos resultados y relativa sencillez de diseño 

comparada con otras técnicas matemáticas, la 

lógica difusa ha ganado mucho interés por la 

comunidad científica. 

 

  Debido a varios aspectos que perecen ser 

tomados de forma arbitraria, se han realizado 

diversas críticas al diseño de sistemas difusos, 

por ejemplo, si no se tiene un experto en el 

control de la planta a tratar, no es fácil definir las 

características óptimas del sistema de inferencia 

TS a utilizar.  

 

  De este modo, la lección del tipo de 

funciones de pertenencia puede depender de la 

complejidad de programar dichas funciones o de 

tener como limitante la memoria del dispositivo 

que contendrá el controlador difuso; el 

determinar la cantidad de conjuntos difusos para 

realizar la partición del universo de discurso para 

cada variable o el proponer el tipo de operador 

para realizar la intersección entre conjuntos y la 

agregación de las reglas también parece 

arbitrario, de manera que se eligen en base a 

consideraciones prácticas o de manera arbitraria 

[4].   

 

  Si bien, la lógica difusa del tipo 2 ya 

había sido considerada por L. Zadeh, fue hasta 

después,  que buscando una manera de justificar 

la forma de los conjuntos, de notó que si además 

de ser funciones convexas, la parte que 

determina lo difuso del conjunto, es a su vez 

difusa, se puede absorber la incertidumbre 

inherente de proponer la forma para los 

conjuntos, además es posible emplear menos 

conjuntos para realizar la partición una difusa 

[12]. 

 

  La lógica difusa tipo 2 sirvió para 

justificar la forma de los conjuntos difusos y se 

han conseguido mejores resultados que con la 

ahora llamada lógica difusa tipo 1, pero se 

requiere de programar un controlador más 

grande, con más parámetros y se emplea un 

mayor gasto computacional [13].  
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  Dado que se requiere un reductor de tipo 

para tener una salida no difusa [14], se han 

propuesto sistemas llamados intervalos difusos 

tipo dos, en donde se emplean dos conjuntos 

difusos conocidos como conjuntos superior e 

inferior [15], los cuales son evaluados como 

sistemas difusos independientes y al final son 

promediados, obteniendo así la salida llamada 

señal de control. Existen varias formas de definir 

los conjuntos difusos, es posible usar clustering 

[16] para después proponer conjuntos que 

abarquen las mediciones tomadas dentro de un 

intervalo, otra forma de hacerlo es usar la técnica 

del gradiente descendente para ajustar la forma 

de los conjuntos, manteniendo fijo el centro de 

los conjuntos comunes en una misma variable. 

 

  En el presente trabajo, se implementa 

una regla de adaptación para modificar los 

consecuentes de las reglas difusas con miras a 

simplificar el ajuste de sistemas de control 

difuso tipo 2; dada la dificultad de proponer una 

ganancia óptima de adaptación, se empleó una 

tasa de aprendizaje similar al método usado en 

redes neuronales [17], de manera que si el error 

decrece, la tasa se incrementa y viceversa, con el 

fin de garantizar la estabilidad del controlador 

difuso. La principal contribución fue proponer 

esta adaptación mediante ecuaciones en tiempo 

discreto para reducir el tiempo necesario para 

adaptar el controlador, ya que en la lógica difusa 

tradicional se proponen ecuaciones diferenciales 

que requieren de algoritmos de integración. 

 

El artículo está organizado de la 

siguiente manera, en la siguiente sección se 

describe el desarrollo del control difuso, 

comentando al mismo tiempo sobre la 

estabilidad del mismo en el sentido de Lyapunov 

[18], para después mostrar los resultados de 

aplicar el control difuso tipo 2 en el ya bien 

conocido péndulo invertido, que ha venido a ser 

una especie de benchmark en la teoría de control.  

 

Finalmente, se da una discusión y se 

presentan las conclusiones del trabajo, así como 

las referencias empleadas. 

 

Materiales y Métodos 

 

Dentro de la teoría de control, diversas han sido 

las técnicas de diseño, mismas que pueden ser 

divididas en dos grandes rubros, los controles 

directos y los indirectos, los primeros hacen uso 

del modelo matemático que describe al sistema 

a controlar, como puede ser una 

retroalimentación de estado o de salida [19], la 

linealización por retroalimentación de salida 

[20], cancelación del modelo [16], ubicación de 

polos [21] o control por modos internos [22].  

 

 El método indirecto no hace uso del 

modelo, el ejemplo más usado en la industria es 

el controlador PID, un caso interesante es el 

control por modos deslizantes [23], donde si bien 

es posible usar el modelo para proponer el 

controlador, el conocer únicamente las cotas 

dentro de las que puede encontrarse la 

evaluación de las funciones que definen al 

modelo es suficiente.  

 

 Bajo este concepto, es posible aproximar 

la dinámica del sistema no lineal con funciones 

difusas,  a partir de las cuales calcular la señal de 

control. 

 

 Se asume que el modelo matemático del 

sistema no lineal a controlar está definido de la 

siguiente manera:  

 

𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡) + g(𝑥(𝑡), 𝑡)𝑢(𝑡) + d(t)     (1) 
 

donde x(t) puede ser un vector, de modo que el 

lado izquierdo de la igualdad sería la n-ésima 

derivada según la dimensión de x; f(.) y g(.) son 

funciones continuas no lineales, u(t) representa a 

la señal de control y d(t) es ruido o una 

perturbación externa. 
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 Se usa una aproximación en tiempo 

discreto, ya que la señal de control la calcula un 

sistema digital con un determinado tiempo de 

muestreo, se tiene que el sistema es (2):   

 

𝑥(𝑘 + 1) = 𝑥(𝑘) + 𝑇𝑓(𝑥(𝑘)) + 𝑇g̃(𝑥(𝑘))𝑢(𝑘)  (2) 

 

 Ahora, un control por modos deslizantes 

puede ser definido para el sistema mostrado, 

teniendo como referencia a la señal r(k), para lo 

cual se requiere proponer el error como la 

diferencia entre la salida real del sistema y la 

referencia deseada. 

 

𝑒(𝑘) = 𝑥(𝑘) − 𝑟(𝑘)        (3) 
 

 Empleando el modelo descrito por (2), se 

propone una señal de control llamada control 

equivalente, definida por (4): 

 
𝑢𝑒𝑞(𝑘) = ḡ(x(k))−1(𝑟(𝑘 + 1) − 𝑓(𝑥(𝑘)) − 𝑠(𝑒(𝑘))            (4) 

 

 Siendo s(e(k)) una función llamada 

superficie de deslizamiento, la cual se elige 

preferentemente como una función lineal que 

puede depender de los errores anteriores según 

el orden del sistema, lo importante es que sea una 

función estable, con todas sus raíces dentro del 

círculo unitario.  

 

 A esta señal se le agrega otra conocida 

como control discontinuo (switching control), 

que emplea la función signo, misma que puede 

agregar chattering a la respuesta final; si bien 

este tipo de control puede forzar la convergencia 

del sistema bajo control, apareciendo cuando se 

requiera modificar la dinámica del controlador 

según la estabilidad en el sentido de Lyapunov 

[17]. Siendo esta componente de control:   

 

𝑢𝑠𝑤(𝑘) = −g̃(x(k))−1𝑦𝑠𝑔𝑛(𝑠(𝑒(𝑘)))                (5) 

 

 De este modo se tiene que el control final 

está formado por la suma de (4) y (5).  

 

  

 Se han propuesto algunas formas de 

proponer una aproximación para las funciones 

f(.) y g(.), en [18] se propone determinarlas de 

manera difusa, más aún, proponen sustituir el 

control discontinuo por un PI difuso. En este 

trabajo se propone introducir un sistema difuso 

que sustituya a (5) por la agregación de la señal 

de control anterior, de este modo, el control 

equivalente es en realidad la variación de la señal 

de control, misma que se iría agregando de un 

periodo de muestreo al siguiente. 

 

 En [24] se realiza un método similar, 

teniendo el sistema una componente de entrada 

que depende de la señal de control y otra para 

determinar la forma en que el sistema responde 

a la variación de la señal de control i.e. 

 

𝑥(𝑡) = 𝑓(x(t)) + g(x(t))u(t) + ℎ(𝑥(𝑡))ú(𝑡)       (6) 

 

 Dado que se desconocen las funciones 

reales que determinan matemáticamente al 

sistema dinámico, f(.) y g(.) se aproximan de 

manera difusa mediante la siguiente regla de 

adaptación. 

 

θ𝑓(𝑘 + 1) = θ𝑓(k) + y1𝑠(𝑒(𝑘)) 𝜆 (𝑥(𝑘))        (7) 

 

θ𝑔(𝑘 + 1) = θ𝑔(k) + y2𝑠(𝑒(𝑘)) 𝜆 (𝑥(𝑘))𝑢(𝑘)    (8) 

 

θ𝑝(𝑘 + 1) = θ𝑝(k) + y3 𝜆 (𝑥(𝑘))             

(9) 

 

 Siendo θf, y θg los consecuentes de las 

reglas difusas que determinarán la aproximación 

difusa de f(.) y g(.), θp es el término de corrección 

difuso que sustituirá al control discontinuo para 

evitar el chattering, el cual también puede ser 

abordado e.g. mediante modos deslizantes de 

segundo orden [23]. En la Figura 1 se muestra el 

esquema usado para realizar el aprendizaje 

difuso que modifica los consecuentes de las 

reglas, en [18] se propone un esquema similar, 

contra en cual se comparan los resultados 

obtenidos en la presente propuesta. 
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 La pertenencia normalizada está 

denotada por λ(x(k)), si se emplean conjuntos 

difusos normalizados, la sumatoria de todas las 

activaciones sería uno, i.e. la salida está 

normalizada, en este trabajo se emplearon 

funciones gaussianas cuyos conjuntos difusos 

tipo 2 tendrían la forma mostrada en la Figura 2, 

para determinar los intervalos difusos, se 

emplearon las huellas de incertidumbre 

presentadas en la  Figura 3, como se puede 

apreciar, el sistema de inferencia difuso 

resultante es similar a tener dos sistemas difusos. 

Para esto se descarta la tercer dimensión 

J(x,µ(x)) y mediante un alfa-corte se extraen los 

límites superior e inferior para las huellas de 

incertidumbre. 

 

 
 

Figura 1 Esquema del aprendizaje difuso tipo 2 con 

promediador como reductor de orden. Fuente los Autores. 

 

Lógica Difusa Tipo 2 

  

 Los valores de pertenencia normalizados 

en (7), (8) y (9) resultan de realizar la 

intersección entre los conjuntos difusos 

empleados en una regla difusa en particular, para 

realizar la agregación de las reglas se realiza la 

unión entre las evaluaciones de las reglas.  
 

 Se ha propuesto emplear el producto para 

la intersección entre los conjuntos, y al promedio 

ponderado como operador de unión [3]. De 

modo que los valores normalizados son 

obtenidos con (10). 

 
2

1

225

1 1

( ( ))
( ( )) .

( ( ))

n

m n

x k
x k

x k








 




 
 (10) 

 

 Las reglas difusas tienen la siguiente 

representación: 
m

1 2: Si ( ) es  y ( ) es , 

ˆ
       entonces ( ( )).T

f

R x k A x k B

f x k 

  

 
Figura 2 Funciones de pertenencia tipo 2. Fuente los 

Autores. 

 

 De forma similar, se tienen las 25 reglas 

para g(.) y el compensador llamado p(.). Al 

tenerse dos conjuntos para definir el intervalo 

difuso, se tienen dos valores al evaluar cada uno, 

en [25] se propone promediar los valores 

arrojados por ambos sistemas para realizar la 

reducción de tipo del control difuso tipo 2. Dada 

la cantidad de reglas difusas, existe la 

posibilidad de emplear un sistema difuso 

jerarquizado como en [26]. 

 
Figura 3 Intervalos difusos tipo 2 empleados.  

Fuente: los Autores. 

 

Péndulo 
Reglas 

Difusas 
 

Aprendizaje 

Difuso 

Referencia 

Salida 

Partición difusa 
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𝑓 = θ𝑓 
𝑇 (

𝜆𝑢 𝑥(𝑘)+𝜆𝑙 𝑥(𝑘)) 

2
)                              (11) 

 

 Siendo λu el valor de pertenencia 

normalizado empleando las funciones de 

pertenencias superiores, y λl para las inferiores. 

 

 Para determinar la estabilidad de esta 

regla de aprendizaje, se tomó como base [18], de 

forma similar, se propone una función candidata 

de Lyapunov 
 

𝑉(𝑘) =
1

2
𝑃(𝑥2(𝑘) − 𝑟2(𝑘))                           (12) 

 

 De donde se tiene ahora su variación 

como: 

 

∆ 𝑉(𝑘) = 𝑉(k + 1) − 𝑉(𝑘)                          (13) 
 

 De modo que empleando la ecuación de 

error se obtiene: 
 

∆𝑉(𝑘) =
1

2
𝑃(−𝑥2(𝑘) − 𝜀)                           (14) 

 

 Siendo ε el error de aproximación de f(.) 

y g(.), de modo que si el error de seguimiento 

fuera cero, se tendría una función semi-definida 

negativa, por lo que el ruido externo ayuda a la 

convergencia del algoritmo. 

 

 Se ha propuesto una superficie de 

deslizamiento s(e(k))=e(k)-0.3e(k-1) con lo que 

se tienen los polos en z=0.3 y la variación de la 

función de Lyapunov es negativa aun cuando las 

aproximaciones de las funciones f(.) y g(.) no 

han convergido aun. 

 

 Algo importante a notar es que la 

aproximación de g(.) debe diferente a cero en 

cualquier instante, para esto las funciones de 

pertenencia deben intersectarse y se propone 

sumar un ε a la pertenencia normalizada con el 

fin de evitar una división entre cero. 

 

 Así mismo, si se define a la matriz P 

como positiva, se tendrá un sistema de control 

estable, un punto difícil de probar es cómo elegir 

las ganancias de las tasas de aprendizaje, en 

algunos trabajos [18, 25] se proponen ganancias 

grandes, con excepción de γ2 la cual se propone 

alrededor de uno. En varios trabajos similares [7, 

9, 12, 18] se agrega ruido a las mediciones, lo 

cual podría afectar el desempeño del 

controlador, pero resulta que es beneficioso para 

adaptar los consecuentes θ de las reglas difusas. 

 

Modelo del Péndulo Invertido 

 

Como aplicación a manera de benchmark, se 

utilizó el modelo matemático del péndulo 

invertido para probar el control propuesto [19], 

el modelo está definido por (15) 

 

𝑥1 = 𝑥2 

 

𝑥2 =
𝑔 sin 𝑥1−𝑚𝑙𝑥2 cos 𝑥1 sin 𝑥1/(𝑀+𝑚)

𝑙 (4/3−𝑚 cos 2𝑥2/(𝑀+𝑚))
   (15) 

 
cos 𝑥1/(𝑀 + 𝑚)

𝑙 (4/3 − 𝑚 cos 2 𝑥2/(𝑀 + 𝑚))
𝑢 + 𝑑 

 

 Donde l es la longitud del péndulo de 

0.5m, g es la constante de gravedad a nivel del 

mar, M es la masa del carro de 1Kg y m es la 

masa del péndulo, propuesta a estar concentrada 

en la parte superior del mismo y es de 200g; en 

cuanto a las variables, x1 es la posición y x2 es 

el ángulo del péndulo respecto a la vertical.   
 

Resultados 

 

Se implementó el sistema de control a nivel de 

simulación y se encontró que usando una 

computadora con 4 GB de memoria RAM y un 

procesador Intel Core Duo a 2.61GHz, la ley de 

control se calcula en 8.2ms, siendo posible usar 

un periodo de muestreo de 10ms en aplicaciones 

reales. Así mismo, se usaron como criterios de 

error a la IAE,  ITAE  e ISE [21].  
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 Obteniendo los valores mostrados en la 

Tabla 1, donde también se muestran los valores 

obtenidos en [18] para la misma referencia de 

posición del péndulo, es posible notar que la 

ITAE tiene una valor menor en [18] que en este 

trabajo, lo que nos indica que los consecuentes 

de las  reglas aún no han convergido al valor 

óptimo, siendo así más lento el aprendizaje para 

la lógica difusa tipo 2. 

 

 En [27] se presenta un control PD con 

intervalos difusos sin utilizar adaptación en las 

reglas, se muestra una buena respuesta ante 

entradas constantes y se comenta sobre la 

robustez del controlador. Para el caso mostrado 

en el presente trabajo, se emplea una referencia 

dinámica y unas funciones de pertenencia sin 

sintonizar, con las cuales se ajusta la salida de las 

reglas difusas en base a las pertenencias 

obtenidas y el error medido.  

 

 La simulación puede apreciarse en la 

Figura 4, donde se nota cómo la salida del 

sistema se asemeja cada vez más a la referencia 

conforme pasa el tiempo. 

 

 Como era de esperarse, si el error es 

pequeño, al elevarlo al cuadrado se obtienen 

valores aun menores, de modo que la ISE es 

menor que la IAE, por otro lado al multiplicar 

los valores por el tiempo, se castigan los errores 

obtenidos después de llegar al estado 

permanente, de modo que la ITAE es la que 

muestra el valor más grande, lo que también 

indica que no se tiene un error despreciable al 

final de la simulación [21]. 

 

 La señal de control aplicada al péndulo 

de muestra en la Figura 5, se nota el efecto que 

tiene el ruido en el cálculo de la señal, el cual 

reduce su efecto en el sistema gracias a la inercia 

que tiene el péndulo, además una señal de 

excitación persistente ayuda sintonizar los 

consecuentes de las reglas difusas [28]. 

 

 De este modo, se muestra una aplicación 

de usar lógica difusa tipo 2 en el control de un 

sistema dinámico, asumiendo que se desconoce 

el modelo matemático. Para los resultados 

mostrados se emplearon las ganancias de 

aprendizaje γ1=12, γ2=0.75 y γ3=40. 

 
Figura 4 Simulación del sistema de control basado en 

lógica difusa del tipo 2.  

Fuente: los Autores. 

 

Criterio 
Valor 

Usando [17] Propuesta 

IAE 32.8120 30.1522 

ITAE 168.7773 172.5521 

ISE 1.2104 1.2250 

 

Tabla 1 Criterios de Error en la Simulación 

Fuente: los Autores.   
 

 
Figura 5 Señal de control aplicada asumiendo ruido en la 

medición de la salida.  
Fuente: los Autores. 
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Conclusiones 

 

Ante la dificultad de justificar la forma y la 

cantidad de funciones de pertenencia a utilizar 

para proponer un sistema difuso, es posible 

implementar lógica difusa del tipo 2, la cual tiene 

difusa la pertenencia de los conjuntos. 

Basándonos en los trabajos de otros autores se 

propuso una técnica de aprendizaje en tiempo 

discreto para reducir el gasto computacional para 

adaptar los consecuentes de las reglas difusas. 

 

 Fue posible notar cómo la salida del 

sistema (posición del péndulo) converge a la 

referencia conforme pasa el tiempo, el péndulo 

fue tomado como sistema dinámico para poder 

comparar los resultados obtenidos con otros 

trabajos ya existentes, se puede concluir que se 

logran resultados muy similares, pero el gasto 

computacional aun es mayor debido a que es 

equivalente a emplear dos sistemas difusos para 

ser promediados al final. Respecto a realizar 

modelado, se podría ver como ventaja el poder 

ocupar menos funciones de pertenencia para 

hacer la partición difusa, pero de cualquier modo 

se requiere más tiempo para procesar los 

sistemas difusos que definen el intervalo. 
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