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Abstract 

 

This paper presents the development of an approximate model for calculating the internal 

impedance per unit length of solid cylindrical conductors.The exact model has a quotient that 

involves to Bessel functions and produces unstable results, which are often incorrect when the 

model is used in practical studies at high frequency, thus, the proposed approximate model is 

obtained from the exact model by asymptotic analysis of Bessel functions for large and small 

arguments, in order to consider the calculation of the internal impedance for high frequencies.The 

obtained approximate model is modified to include three constants that improve accuracy and 

reduce errors. The constants are calculated using the Taylor series expansion on the zero point. 

The reliability of the approximate model is demonstrated by a case study with the ACSR 636-

MCM conductor (Grosbeak conductor) with a graph of the behavior of the internal impedance, 

obtained by the approximate and exact model, as function of the frequency and the percentage of 

relative error of the approximate model as function of electrical frequency. 

 

19 Introducción 

 

En el análisis numérico de varios problemas electromagnéticos, el cálculo de los modelos 

aplicados a estos continuamente se basa en las funciones de Bessel. Un ejemplo típico de tal 

problemática es el cálculo de la impedancia interna por unidad de longitud de conductores 

cilíndricos sólidos, los cuales son energizados por corrientes variantes en el tiempo (Lovricet al, 

2011). Estas corrientes variantes en el tiempo provocan que la resistencia y la inductancia interna 

de los conductores varíen con la frecuencia de dichas corrientes de manera no lineal. La razón de 

este efecto es atribuida principalmente a la distribución no uniforme del flujo de corriente a través 

de la sección transversal del conductor, con una corriente tendiendo a fluir en la superficie. Esta 

tendencia se incrementa con la frecuencia y es denominada efecto piel. En general, el aumento de 

la frecuencia de las corrientes armónicas se traduce en un incremento en la resistencia y una 

disminución en la inductancia del conductor (Arrillagaet al, 1997).  

 

La impedancia interna de un conductor es dependiente de la frecuencia, ya que es la 

combinación fasorial de la resistencia e inductancia interna (Knight, 2010), por lo que se puede 

decir que la impedancia interna de un conductor energizado por corrientes armónicas en el tiempo, 

con un radio y una determinada conductividad, es la impedancia que presenta dicho conductor al 

cambiar la frecuencia de la corriente. Esta impedancia, también llamada impedancia superficial 

(Stratton, 2007), por considerar el efecto piel, necesita ser calculada en el análisis numérico de 

varios problemas electromagnéticos, tales como los análisis en estado estable y transitorio de redes 

de tierras y líneas de transmisión (SarajcevyVijevic,2009; Dommel, 1992), interferencia eléctrica 

de las líneas de transmisión en gaseoductos (DawalibiySouthey, 1989) y análisis de antenas 

(Moore yPizer, 1984).  

 

Los modelos exactos para la impedancia interna por unidad de longitud de conductores 

cilíndricos sólidos y tubulares, donde se toma en cuenta el efecto piel, pueden ser expresados por 

funciones de Bessel, por funciones de Bessel modificadas, por una combinación de estas o por 

funciones Kelvin (Wang y Liu,2001).  

 

Todas estas funciones son definidas por series infinitas, las cuales convergen rápidamente 

solo para argumentos pequeños. Por lo tanto, en el caso de valores de frecuencia bajos, las 

magnitudes de los argumentos de las funciones de Bessel son pequeñas y la formula exacta para la 

impedancia interna puede ser empleada exitosamente. Sin embargo, si las magnitudes de los 

argumentos de las funciones de Bessel son grandes, aparecen dificultades de convergencia.  
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En tales casos, los cuales ocurren generalmente a altas frecuencias, los modelos 

aproximados para la obtención de la impedancia interna, que emplean las funciones de Bessel, 

provocan resultados inestables y frecuentemente erróneos (Lovricet al, 2011).  

 

El problema del cálculo de las funciones de Bessel, especialmente para parámetros 

grandes, ha captado la atención de un gran número de autores en los años recientes, y en 

consecuencia, diversos métodos están ahora disponibles (Lovricet al, 2011). Actualmente, es bien 

sabido como evaluar numéricamente las funciones de Bessel y que muchas rutinas están 

disponibles para efectuar tal cálculo(Amos, 1985; Amos, 1986), sin embargo, las rutinas de 

software disponibles fallan cuando se calculan ecuaciones que consisten de un producto y un 

cociente de las funciones de Bessel con argumentos grandes complejos o reales. Un problema 

adicional aparece cuando los argumentos grandes son complejos y las formulas aproximadas 

incluyen funciones senos y cosenos. 

 

La impedancia interna de conductores cilíndricos para grandes parámetros puede ser 

calculada mediante ciertos modelos aproximados, los cuales no involucran el cálculo de las 

funciones de Bessel, funciones de Bessel modificadas o funciones Kelvin y por lo tanto permiten 

determinar la impedancia interna de una manera más sencilla con poco esfuerzo computacional. 

Sin embargo, estos modelos no son exactos y presentan cierto margen de error, por lo que son 

clasificados como modelos de baja precisión (NahmanyHolt,1972; WedepohlyWilcox, 1973) y 

modelos de alta precisión (Vujevicet al, 2009). La impedancia interna de conductores sólidos se 

puede calcular en forma relativamente rápida mediante los modelos exactos utilizando rutinas de 

Matlab o Mathematica, sin embargo, esto implica un mayor esfuerzo computacional, lo cual, como 

se mencionó antes, se evita utilizando modelos aproximados. En este contexto, en este artículo se 

presenta un modelo aproximado que permite el cálculo de la impedancia interna de conductores 

cilíndricos sólidos de manera sencilla y con poco esfuerzo computacional, ya que involucra las 

funciones de Bessel ordinarias.  

 

19.1 Materiales y métodos 

 

Modelado Clásico de la Impedancia Interna de Conductores Cilíndricos 

 

Para campos armónicos en el tiempo la densidad de corriente dentro de los conductores en toda la 

sección transversal no es uniforme. Para situaciones en las cuales se tienen campos armónicos en 

el tiempo, el campo eléctrico Ey el campo magnético Hexisten interrelacionados y presentes 

simultáneamente. El trabajo necesario para mover las cargas de un conductor que está sometido a 

un campo eléctrico armónico en el tiempo se debe a la energía procedente del campo magnético, 

por lo que en un buen conductor se cumple que (Sadiku, 2003), 

 

x   E j H                                     (19.1) 

 

donde ω es la frecuencia de los campos armónicos y μ representa la permeabilidad magnética del 

conductor. La expresión anterior corresponde a la segunda ecuación de Maxwell para campos 

armónicos en el tiempo, la cual es obtenida a partir la Ley de Faraday. 

 

Debido a que la densidad de corriente es J = σE, se puede obtener a partir de esta expresión 

y la Ecuación (1) que el rotacional de la densidad de corriente es directamente proporcional a la 

intensidad de campo magnético. 
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x   J j H                                                          (19.2) 

Al tomar el rotacional de ambos miembros de la Ecuación (2) se obtiene la siguiente expresión, 

 

x x ( x )    J j H                                               (19.3) 

 

Aplicando la siguiente identidad vectorial 2x x ( )    A A Aa la Ecuación (3) resulta,  

 
2( ) ( x )     J J j H                                      (19.4) 

 

Ya que 0 J  y x H J , la Ecuación (4) se puede expresar de la siguiente manera,  

 
2   J j J                                                 (19.5) 

 

Reordenando la Ecuación (5) y definiendo a la constante de propagación del conductor 

como   j , se obtiene la denominada ecuación de difusión, dada por (6), la cual describe 

la fluctuación de la densidad de corriente dentro del conductor. 

 
2 2 0  J J                                                    (19.6) 

 

Para un conductor con sección transversal circular de radio a no existe variación de la 

densidad de corriente a lo largo de él (coordenada z), ni con el ángulo φ (coordenada φ), de 

manera que la densidad de corriente solo varía en forma radial (coordenada ρ) y debido a que la 

corriente fluye a lo largo del conductor la densidad de corriente solo tiene componente en z (Jz). 

Considerando lo anterior la ecuación de difusión se puede escribir, en coordenadas cilíndricas, de 

la siguiente manera, 

 
2

2

2

1
0

 
  z z

z

d J dJ
J

dd
                                              (19.7) 

 

Es claro que la ecuación de difusión dada por (7) es idéntica a la ecuación de Bessel 

modificada (Bowman, 2003), por tanto la solución de dicha ecuación es, 

 

0 0( ) ( ) ( )   zJ AI BK                                                 (19.8) 

 

donde I0 y K0 son funciones de Bessel modificadas de orden cero de primera y segunda especie, 

respectivamente, mientras que A y B son constantes de integración. 

 

 Para determinar las constantes de integración se evalúa la Jz en el centro y en la superficie 

del conductor, ρ = 0 y ρ = a, respectivamente. Para evaluar en ρ = 0 se consideran las expansiones 

asintóticas para argumentos muy pequeños de I0 y K0. En el centro del conductor el argumento es 

0   y 
0 ( )K  es infinito (Arfken, 2012), por lo que representa una solución no física. Entonces 

este término se elimina de la solución dada por (8), resultando,  

 

0( ) ( ) zJ AI                                                      (19.9) 
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Al evaluar Jz en la superficie del conductor se tiene Jz(a)=Jza, lo que permite determinar la 

constante de integración A, la cual es dada por la siguiente expresión, 

0( )
 zaJ

A
I a

                                                                  (19.10) 

 

Sustituyendo (10) en (9) se obtiene la solución de la Ecuación (7), que corresponde a la 

densidad de corriente en el conductor. 

 

0

0

( ) ( )
( )

 


 za
z

J
J I

I a
                                             (19.11) 

 

La corriente total que fluye en el conductor se obtiene al integrar la densidad de corriente 

sobre toda la superficie transversal del conductor. Esta corriente es dada por la Ecuación (12). 

 

1

0

2 ( )

( )

 

 
 za

total

aJ I a
I

I a
                                        (19.12) 

 

Es conocido que la impedancia interna por unidad de longitud es función  de la 

componente del campo eléctrico a lo largo del conductor sobre la superficie de éste y de la 

corriente que fluye a través de él, expresado matemáticamente esto es, 

 


z r a

c

total

E
Z

I
                                                      (19.13) 

 

Considerando la Ley Puntual de Ohm, entonces la densidad de corriente en la superficie 

del conductor es Jza = σEz|r=a. Esta expresión se resuelve para Ez y se sustituye en (13) para 

obtener,  

 

 za
c

total

J
Z

I
                                                              (19.14) 

 

Finalmente la Itotal, Ecuación (12), se sustituye en (14) para obtener la expresión de 

impedancia interna para conductores cilíndricos (Dommel, 1992). 

 

0
,

1

( )

2 ( )



 
c I

I a
Z

a I a
                                      (19.15) 

 

En (15) I0 e I1 son las funciones de Besselmodificadas de orden cero y orden uno de 

primera especie, respectivamente, acorresponde al radio del conductor y ρ es la resistividad del 

material del que está hecho el conductor, la cual es igual al inverso de la conductividad, σ.  

 

La Ecuación (15) implica evaluar las funciones modificadas de BesselI0 e I1 para 

argumentos complejos, por lo que es necesario conocer que existen diversas implementaciones de 

software de las funciones de Bessel modificadaspara evaluar los argumentos reales de dichas 

funciones, pero  pocas de estas implementaciones aceptan argumentos complejos. Este problema 

puede ser resuelto al calcular dos funciones especiales de Besselbern(v)y bein(v). Estas funciones 

están disponibles en Mathcad, donde son llamadas funciones Kelvin de Bessel.  
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Las funciones de Bessel modificadas implementadas en Matlab aceptan de manera 

satisfactoria argumentos complejos, por lo que el uso de las funciones Kelvin de Bessel no es 

necesario (Johnson y Gram, 2003). 

 

Desarrollo del Modelo Aproximado de Impedancia Interna 

 

El desarrollo del modelo aproximado de impedancia interna se realizó por medio de un análisis del 

modelo exacto, dado por la Ecuación (15), en altas y bajas frecuencias. En el análisis se observó 

un comportamiento en altas frecuencias muy distinto al de bajas frecuencias, ya que las funciones 

de Bessel modificadas, al estar definidas por series infinitas, convergen a un valor específico para 

argumentos pequeños, pero presentan problemas para converger cuando se definen para 

argumentos muy grandes. De acuerdo a lo anterior, es imperativo que el modelo aproximado de 

impedancia interna tenga un comportamiento en altas y bajas frecuencias similar al modelo exacto 

con las funciones de Bessel modificadas. Esta característica indicó el uso de las expansiones 

asintóticas de las funciones de Bessel modificadas para determinar un modelo aproximado de 

impedancia interna con un error aceptable en todo el espectro de frecuencias. Con el fin de 

satisfacer esta característica se analizaron las expansiones asintóticas de las funciones de Bessel 

modificadas de orden cero y uno (Bowman, 2003).  

 

Debido a que la expansión asintótica al infinito de las funciones de Bessel modificadas 

sigue siendo una serie infinita y no es posible implementarla en el modelo aproximado de 

impedancia interna, entonces se optó por el modelo exacto presentado en (Vujevicet al, 2009), 

Ecuación (16), el cual considera las funciones de Bessel ordinarias. La elección de dicho modelo 

radica en que estas últimas funciones no se definen como series infinitas en sus expansiones 

asintóticas al infinito y porque la magnitud de la impedancia interna obtenida mediante este 

modelo es igual a la calculada por el modelo con funciones de Bessel modificadas. Se debe 

mencionar que los valores reales de impedancia interna que proporcionan ambos modelos son 

iguales, sin embargo, los valores imaginarios no corresponden entre sí debido a que tienen la 

misma magnitud, pero con un ángulo de 180° entre los valores que proporciona un modelo y otro. 

 

Es bien conocido y ampliamente utilizado el modelo clásico de impedancia interna por 

unidad de longitud de un conductor cilíndrico sólido, el cual toma en cuenta el efecto piel y se 

expresa por medio de las funciones de Bessel ordinarias de orden cero y uno(Vujevicet al, 2009). 

Este modelo es dado por la siguiente expresión, 

 

0
,

1

( )

2 ( )



 
c J

J a
Z

a J a
                                                                   (19.16) 

 

donde J0y J1 es la función de Bessel ordinaria de orden cero y uno, respectivamente, las cuales son 

las soluciones de la ecuación de Bessel. 

 

Entonces en la Ecuación (16) se evalúan las expansiones asintóticas de las funciones de 

Besselordinarias para argumentos pequeños y para argumentos muy grandes en los órdenes 

enteros no negativos 0 y 1, con el fin de conocer el comportamiento asintótico de (16).  

 

Las expansiones asintóticas de las funciones de Bessel conαno negativos para argumentos 

pequeños 0 <x<< ( α+ 1)
1/2

 y argumentos grandes x>> | α
2
 – 1/4 |son dadas, en forma respectiva, 

como sigue(Bowman, 2003), 
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x
J x                                                                           (19.17) 
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( ) cos

2 4


 



 
   

 
J x x

x
                                                                  (19.18) 

 

Al evaluar la expansión asintótica para argumentos pequeños de las funciones de Besselde 

orden cero (α = 0) se tiene, 

 
0

0

1 1 1
( ) 1

(0 1) 2 (1) 1

 
    
   

x
J x                                                         (19.19) 

 

Mientras que la evaluación de dicha expansión asintótica para orden 1 o α = 1 es obtenida 

como sigue, 

 
1 1 1

1

1 1 1
( )

(1 1) 2 (2) 2 1 2 2

     
        
       

x x x x
J x                                  (19.20) 

 

Los resultados de las Ecuaciones (19) y (20), considerando que x = αγ, se sustituyen en 

(16) para determinar una expresión correspondiente a la expansión asintótica para argumentos 

pequeños del modelo de impedancia interna. 

 

, 2




c cdZ

a
                                                                 (19.21) 

 

La ecuación anterior modela el comportamiento de la impedancia interna por unidad de 

longitud de conductores cilíndricos sólidos para valores bajos de frecuencia, la cual también es 

llamada resistencia de corriente directa. 

 

De manera similar, se determinan las expansiones asintóticas al infinito de las funciones de 

Bessel de orden cero y uno para obtener una expresión de impedancia interna para altas 

frecuencias.La expansión asintótica para argumentos grandes de la función de Bessel de orden 

cero (α = 0) es, 

 

0

2 (0) 2
( ) cos cos

2 4 4

  

 

   
       

   
J x x x

x x
                                                              (19.22) 

 

La identidad J’0(x) = dJ0(x)/dx = -J1 (x), (Bowman, 2003), se utiliza para determinar la 

expansión asintótica al infinito de la función de Bessel de orden uno. Entonces, para determinar 

esta función se obtiene el negativo de la derivada deJ0(x) con respecto a su argumento  y se 

obtiene la siguiente expresión. 

 

1

2 1
( ) sin cos

4 2 4

 



    
       

    
J x x x

x x
                                            (19.23) 
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Los resultados de las Ecuaciones (22) y (23), considerando que x = αγ, se sustituyen en 

(16) para determinar una expresión correspondiente a la expansión asintótica para argumentos 

muy grandes del modelo de impedancia interna. 

 

,

2
cos

4

2 2 1
sin cos

4 2 4




 

  
 

  

 
 

 


    
      

    

c ca

a
a

Z
a

a a
a a

                                          (19.24) 

 

 En la última ecuación el término 1/2aγ tiende a infinito para valores muy grandes de 

frecuencia debido a que la constante de propagación es dependiente de la misma. Con ello y 

simplificando la Ecuación (24) se reescribe como sigue, 

 

, cot
2 4

 




 
  

 
c caZ a

a
                                                       (19.25) 

 

La Ecuación (25) modela el comportamiento de la impedancia interna por unidad de 

longitud de conductores cilíndricos sólidos para valores altos de frecuencia. 

 

Las expresiones (21) y (25) se suman entre sí para obtener el modelo aproximado de la 

impedancia interna para todo el rango posible de frecuencias, el cual es dado por la Ecuación (26). 

 

2
cot

2 4

  


 

 
   

 
cZ a

a a
                                           (19.26) 

 

La ecuación anterior aún no es un modelo aproximado de impedancia interna aceptable, ya 

que presenta un valor de error considerable. Por lo que, una mejor aproximación es dada como, 

 

1 2 32
cot

2 4

  


 

 
   

 
cZ k k k a

a a
                                          (19.27) 

 

Las constantes k1, k2 y k3 se determinan expandiendo en series de Taylor en x = 0el modelo 

exacto y el modelo aproximado propuesto. La expansión en series de Taylor de ambos modelos se 

obtiene utilizando WolframAlpha
®

 y en las ecuaciones se considera que aγ = x. 

 

Las expansiones en series de Taylor del modelo exacto y del modelo aproximado 

propuesto son dadas por las Ecuaciones (28) y (29), respectivamente. 
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De las expresiones anteriores se relacionan los términos comunes para obtener un sistema 

de tres ecuaciones, por medio del cual se determinan las constantes del modelo aproximado 

propuesto. 

 
3 3

2 3 2 32
1

3

2 1 1
1 ,      ,      

8 24 192 5760

 


   

k k k kk
k

k
                            (19.30) 

 

Al resolver el sistema de ecuaciones anterior, las constantes resultan en los siguientes 

valores: k1 = 0.4, k2 = 0.94868329, k3 = 1.00658424. De esta manera, el modelo aproximado de 

impedancia interna propuesto, Ecuación (27),tiene un error relativo aceptable respecto a los 

modelos exactos de impedancia interna dados por las Ecuaciones (15) y (16). La confiabilidad de 

este modelo aproximado se demuestra mediante un caso de estudio en la siguiente sección. 

 

19.2 Resultados y discusión 
 

La evaluación del modelo aproximado de impedancia interna, dado por la Ecuación (27), se 

efectúa por medio de la comparación entre los valores de impedancia interna obtenidos por este 

modelo y el determinado por el modelo exacto representadopor (16). Para este caso, resulta 

indistinto utilizar cualquiera de los modelos exactos, ya que mediante ambos modelos se obtienen 

los mismos valores de magnitud de impedancia interna.   

 

Además, como parte de la evaluación se determina el error relativo que presenta el modelo 

aproximado en función de la frecuencia. Para llevar a cabo la comparación y determinar el error 

relativo, se emplearon los datos referentes a las características eléctricas y dimensionales del 

conductor ACSR 636-MCM, conocido también como Grosbeak, el cual tiene una resistividad de 

0.0885 Ω/km  y un radio de 10.921 mm(FENOSA, 2004). 

 

La primera Figura muestra una comparación gráfica entre los valores de la magnitud de la 

impedancia interna en función de la frecuencia, la cual es obtenida por medio del modelo 

aproximado y del modelo exacto que utiliza las funciones de Bessel ordinarias. 

 

 El rango de frecuencia en el cual se evaluó la magnitud de la impedancia interna de ambos 

modelos fue de 0 a 10 MHz, aunque en la figura solo se muestra una ventana en un rango de 

frecuencia de 100 kHz 10 MHz, esto con el fin de observar con mejor detalle la diferencia entre 

ambos modelos. 

 

De la evaluación se verifica que el modelo aproximado de impedancia interna presenta un 

comportamiento muy similar al modelo exacto hastapoco antes de 2kHz, sin embargo, existe una 

discrepancia entre ambos modelos en el rango de frecuencia aproximado de 1 a 2 MHz, la cual 

después disminuye hasta desaparecer y posteriormente vuelve a crecer con el aumento del valor de 

la frecuencia eléctrica. Esto se aprecia mejor con el comportamiento del error relativo de la Figura 

subsiguiente. 
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Figura 19  Magnitud de la impedancia interna en función de la frecuencia obtenida por medio del 

modelo exacto y aproximado 
 

 
El error relativo del modelo aproximado de impedancia interna propuesto fue determinado 

de acuerdo a (Chapra y Canale, 2007), donde dicho error es obtenido de la siguiente manera. 

 

100%


 e a

e

Z Z
Error X

Z
                                                                         (19.31) 

 

En esta ecuación los términos Ze y Za corresponden a la impedancia obtenida por medio el 

modelo exacto y aproximado, respectivamente. Estos valores son dependientes de la frecuencia, 

por lo que el error relativo también es una función de esta variable.   

 

La Figura 2 presenta la curva del error relativo en función de la frecuencia del modelo 

aproximado de impedancia interna con respecto al modelo exacto dado por (16). Esta gráfica 

muestra que el error del modelo aproximado para frecuencias menores de 2 kHz es casi cero, pero 

después de este valor de frecuencia, dicho error comienza a crecer hasta alcanzar un pico de 

0.7198% y posteriormente disminuye hasta cero en una frecuencia aproximada de 2.36 MHz. En 

la gráfica también se observa que el modelo propuesto presenta un error menor a 1% en el rangode 

frecuencia de 0-3.88 MHz. 

 

 Es importante mencionar que este error no es muy significativo en aplicaciones prácticas 

de este tipo de modelos, por lo que se puede decir que el modelo tiene un excelente 

comportamiento hasta este valor de frecuencia. 
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Figura 19.1 Error relativo del modelo aproximado de impedancia 
 

 
 

Se debe notar que un aumento en la separación o discrepancia entre las curvas de la Figura 

1, se traduce en un aumento del error relativo. Es por ello que al aumentar la separación de las 

curvas de la impedancia interna de la Figura 1, después de 2.36 MHz, también comienza un 

aumento en el error relativo mostrado en la Figura 2. Para este caso de estudio se obtuvo un error 

relativo máximo de 2.8660% considerando un rango de frecuencias de 0 a 10 MHz. Es claro que el 

aumentodel valor de la frecuencia eléctrica trae consigo un aumento del valor del error relativo del 

modelo propuesto, por lo que para obtener un error aceptable (Error< 3%), se recomienda utilizar 

este modelo hasta un valor máximo de frecuencia de 11 MHz. 

 

 

19.3 Conclusiones  

 

El desarrollo y propuesta de un modelo aproximado para el cálculo de la impedancia interna por 

unidad de longitud de conductores cilíndricos sólidos se ha presentado. El desarrollo del modelo 

se llevó a cabo considerando un enfoque plenamente matemático, pero dicho desarrollo fue 

presentado en forma sencilla, clara y fácil de comprender. 

 

El modelo aproximado propuesto presentó un buen comportamiento respecto al cálculo de 

la magnitud de la impedancia interna en función de la frecuencia, ya que proporciona valores con 

un error menor a 1% hasta frecuenciasde 3.88 MHz, sin embargo, después de este valor de 

frecuencia el error comienza a crecer, por lo que se recomienda utilizar el modelo en aplicaciones 

prácticas en las cuales la frecuencia eléctrica sea menor a 11 MHz, ya que con ello se tendrá un 

error menor a 3% en el cálculo de la impedancia interna y no se verá afectada la precisión de los 

cálculos. En aquellas aplicaciones donde se permita un margen de error mayor, será posible 

utilizar el modelo en un rango de frecuencias más amplio. 
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