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Resumen 
 
Las bases del presente artículo se encuentran en la  estadística 

inferencial, en particular en el análisis de supervivencia y las 

funciones de riesgo, las cuales son  determinantes en este tipo 

de análisis, ya que estas cuantifican el riesgo instantáneo de 

falla o fracaso en un momento dado. Se considera una prueba 
de hipótesis  sobre  una tasa de falla constante en contra de una 

que cambia en un solo punto, en un  modelo con  múltiples 

puntos de cambio, y se propondrá una  selección del modelo 

haciendo uso de la prueba secuencial que considera al modelo 

de riesgo constante por tramos. El objetivo del artículo es  
analizar  el comportamiento de la función de riego y determinar  

cuándo se presenta  un cambio. El análisis de supervivencia es 

una rama de la estadística, que se encarga de estudiar los 

tiempos de vida o falla de un individuo (o grupo de individuos). 

Este trabajo se basa en un modelo paramétrico exponencial que 
es constante por tramos y que tiene múltiples puntos de cambio, 

en el cual se da una nueva metodología para la estimación de 

los parámetros de dicho modelo, la propuesta para determinar el 

modelo, tiene una ventaja al resto de los trabajos que se 

encuentran en la literatura. Los supuestos que se utilizan para  
aplicar los resultados existentes de la estadística inferencial, son 

fáciles de probar, ya que en cada intervalo de tiempo se trata a 

la función de densidad como un modelo exponencial. Estas 

características hacen mucho más simple la estimación y la 

determinación de los parámetros. Esta metodología es una gran 
aportación al estudio de la función de riesgo constante con 

múltiples puntos de cambio, ya que en la gran mayoría de los 

casos,  los eventos de interés muestran  un solo cambio en 

periodos muy pequeños de tiempo. En este tipo de situación el 

modelo presentado en este trabajo favorece y facilita el estudio 
de un evento-tiempo. 

 

Puntos de cambio, Riesgo, Análisis de Supervivencia, 

Estimación. 

 

Abstract 
 
The basis of this work are in inferential statistics, especially 

survival analysis and risk functions, the determining factors in 

this type of analysis which, as these quantifies the instantaneous 

risk of failure or failure at a given time. It is considered a test of 

hypothesis of a constant rate of failure against one that changes 
at a single point in a model with multiple points of change, and 

model selection will be proposed using the sequential test that 

considers the risk model piecewise constant. This model is 

studied in order to analyze the behavior of the function of 

irrigation and determine when a change happens. Survival 
analysis is a branch of statistics, which is responsible for 

studying the lifetimes or failure of an event, this work is based 

on an exponential parametric model that is constant in sections 

and has multiple points of change, which a new methodology 

for estimating the parameters of this model is given, the 
proposal to determine the model has an advantage the rest of 

the work found in the literature, for the assumptions used to 

apply the results existing inferential statistics, are easy to prove, 

since in each time interval is the density function as an 

exponential model. These features found make it much easier to 
estimate and determine the parameters. This new methodology 

is a great contribution to the study of the function of constant 

risk with multiple points of change, since in most cases, the 

events of interest show a single change in very short periods of 

time. In this type of situation the model presented in this paper 
encourages and facilitates the study of an event. 

 

Change-Point, Risk, Survival Analysis, Estimation. 
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Introducción 

 

El análisis de supervivencia es una línea de  
investigación de la estadística inferencial, que 
surge como una teoría paralela a la llamada 

“Teoría de confiabilidad” la cual tiene como 
propósito el estudio del tiempo de vida o 

tiempo de falla de un objeto (individuo) o un 
conjunto de objetos (conjunto de individuos) 
sometidos a un cierto tipo de tensión, ver ([3], 

[8]). El análisis de supervivencia tiene como 
propósito fundamental  el estudio del tiempo de 

vida o de  falla de un evento de interés que se 
encuentra bajo estudio, ya que describe el 
riesgo inminente de la falla en un instante de 

tiempo dado. 
 

 El uso de modelos paramétricos para 
representar fenómenos relacionados con los 
tiempos de vida o falla ha ido en aumento, ya 

que este tipo de eventos se presentan en 
diferentes áreas de investigación, como lo son; 

medicina, biología, física, industria e ingeniería, 
las cuales van desde el  hecho de poner a 
prueba la eficacia de un tratamiento a un 

paciente (o grupo de pacientes), hasta  medir el 
tiempo de durabilidad o de vida de un 

componente electrónico, estudios previos han 
revelado que los modelos paramétricos más 
usados en estas situaciones son el Exponencial, 

Weibull, Gamma y Log-Normal, los cuales se 
han empleado para ajustar una gran cantidad de 

datos, pero como suele suceder no todos los 
datos siguen este tipo de distribuciones, una 
distribución que incluye a las cuatro  anteriores 

es la distribución  Gamma Generalizado, pero 
la gran desventaja de este modelo,  es que la 

estimación de los parámetros  es compleja,  y 
ahí radica  el por qué no es tan utilizada. 

  

 

 

 En distintas ocasiones es más factible 
estudiar al modelo desde su función de riesgo 

ya que esta suele ser más explícita y tal es el 
caso  de los modelos de durabilidad, los cuales 
asumen una función con tasa de riesgo que 

cambia en algunos puntos en un periodo muy 
corto de tiempo, y tales puntos son llamados 

puntos de cambio, los cuales se  desean estimar 
y determinar. Supongamos que el número 
máximo de puntos de cambio en el modelo es  

𝑘, entonces la propuesta es encontrar el modelo 

con 𝑘 puntos de cambio que mejor se adapte a 
los datos, una opción para  llegar al modelo es 

realizar de manera secuencial  una prueba de 
hipótesis en la cual se empieza a probar el 
modelo que no tiene puntos de cambio contra el 

que al menos tiene uno, después el que tiene un 
punto de cambio contra el que al menos tiene 

dos puntos de cambio y así sucesivamente hasta 

encontrar el modelo con 𝑘 puntos de cambio.    

 Este artículo  tiene como objetivo 

principal la estimación de los parámetros de un 
modelo constante por tramos con múltiples 
puntos de cambio, estos cambios son 

considerados en la función de riesgo y en los 
parámetros. La estimación de los parámetros es 

realizada mediante el método  de máxima 
verosimilitud. 
 

 Se espera que este modelo pueda ayudar 
a tener un mejor tratamiento en enfermedades  

crónico degenerativas.  
 
 En la primera sección daremos los 

conceptos que son  utilizados para la estimación 
de los parámetros y la metodología propuesta, 

en la sección dos se desglosa la  técnica,   en la 
sección tres se presenta la estimación que se 
realizó para este esta propuesta de estimación, y 

por último en la sección cuatro se  mostraran   
las conclusiones. 
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Conceptos de supervivencia 

 

El análisis de supervivencia es de gran utilidad, 
como por ejemplo en el caso del cáncer  que es 
una enfermedad crónico degenerativa, la 

variable de interés que se requiere valorar es 
aquella que mide el tiempo hasta que ocurre un 

evento de interés dado, a este tiempo 
generalmente se le llama tiempo de vida o  de 
falla. 

 
 Suponga  que  el tiempo de vida o de 

falla se estudia a través de una variable 
aleatoria (v.a)   𝑇. Precisando, 𝑇 es una variable 

aleatoria continua no negativa, la cual  
representa el tiempo de vida de un individuo 

que se encuentra en la población  y que se 
encuentra en estudio, esta variable está definida 
en el intervalo de tiempo [0,∞). Sea 𝑓(𝑡)  la 

función de densidad de probabilidad  de la  

variable aleatoria 𝑇. Los resultados que se 
enuncian son de utilidad para el análisis del 

modelo que se propone. 
 
Definición 1.1. La probabilidad de que un 

individuo sobreviva hasta un tiempo 𝑡 está 

definida como  
 

𝑆(𝑡) = 𝑃(𝑇 ≥ 𝑡) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥.
∞

𝑡
                    (1)  

 
 A la función 𝑆(𝑡) se le llama función de 

supervivencia de 𝑇. 

 
 Cuando los datos provienen de algún 
evento que depende de ciclos o tiempos de vida 

de la fabricación de objetos, 𝑆(𝑡) representará a 

la  función de confiabilidad la cual debe 
cumplir con las siguientes características  
 

- 𝑆(𝑡) es una función monótona  no 
decreciente continua. 

- 𝑆(0) = 1. 

 
- 𝑆(∞) = lim

𝑡→∞
𝑆(𝑡) = 0.  

 El análisis de supervivencia se puede 
estudiar desde dos perspectivas,  teniendo como 

base a la función de supervivencia o la de 
riesgo la cual mide la tasa de falla instantánea, a 
continuación se  dará la definición de dicha 

función, [5]. 
 

Definición  1.2.  La función de riesgo asociada 
al tiempo de vida o de falla 𝑇 esta dada por   

 

ℎ(𝑡) =
𝑓(𝑡)

𝑆(𝑡)
=

𝑓(𝑡)

1−𝐹(𝑡)
,                                          (2)   

con 𝐹(𝑡) < 1.   
 

 El siguiente teorema es una alternativa 
para poder estudiar la función de supervivencia. 
 

Teorema  1.3. Sí 𝑆(0) = 1,  entonces  

 

𝑆(𝑡) = 𝑒𝑥𝑝 (∫ ℎ(𝑥) 𝑑𝑥
𝑡

0
).                                (3)  

 
 De los resultados (1), (2), y (3), se 
determina de manera única a la función de 

densidad, obteniendo el siguiente resultado.  
 

Corolario  1.4. Si ℎ(𝑡) es la función de riesgo 
de la variable aleatoria continúa 𝑇 entonces  

 

𝑓(𝑡) = ℎ(𝑡)𝑒𝑥𝑝 (∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥
𝑡

0
).                         (4)       

 

Censura 
 
 Cuando un conjunto de objetos o de 

personas está siendo estudiado, sucede que hay 
observaciones que no son esperadas o 

convenientes para el estudio, en este caso se 
dice que hay pérdida de seguimiento y la 
observación es censurada. 
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 El modelo de censura aleatoria 
independiente es definida cuando cada 

individuo que tiene un tiempo de vida 𝑇  y un 
tiempo de censura 𝐶, las cuales son 

consideradas como  variables aleatorias 

independientes, ver [8], para empezar con la 
formulación de estos tiempos de censura es 
necesario definir alguna notación para los 

tiempos de vida y censura. 
 
 Supóngase que  𝑇1,𝑇2, … , 𝑇𝑛 es una 

muestra aleatoria de 𝑛 individuos que 

representan su tiempo de vida y 𝐶1,𝐶2, … , 𝐶𝑛 

son los correspondientes tiempos de censura. Se 
define a la función indicadora de censura como  

 

𝛿𝑖 = {
1,   𝑠𝑖 𝑇𝑖 ≤  𝐶𝑖 ,
0,   𝑠𝑖 𝑇𝑖 >  𝐶𝑖 .

                                          (5)  

 
 Los datos obtenidos se analizan a través 

de las parejas (𝑡𝑖 , 𝛿𝑖) desde 𝑖 = 1,… , 𝑛, con 
𝑡𝑖 = min (𝑇𝑖 ,𝐶𝑖).  

 
 Para el tipo de censura aleatoria 

independiente se tiene que la función de 
verosimilitud es 

 

𝐿(𝑡𝑖) = ∏ 𝑓(𝑡𝑖)
𝛿𝑖𝑆(𝑡𝑖)1−𝛿𝑖.𝑛

𝑖=1                         (6)  
 

Modelo constante por tramos 

 
El modelo paramétrico más simple es el que 

supone un único punto de cambio, es decir, de 
una muestra de tamaño 𝑛,  𝑘 individuos tienen 

una función de riesgo y los 𝑛 − 𝑘  restantes, 

tienen otra. Pero el interés de este trabajo se 
basa en el modelo constante por tramos con 

múltiples puntos de cambio, el cual se presenta  
enseguida.  
 

  
 

 
 
 

 Si 𝑇1,𝑇2, … , 𝑇𝑛 denotan los tiempos de 

vida o falla los cuales son independientes e 
idénticamente distribuidos y 𝐶1, 𝐶2,… , 𝐶𝑛 son 

los tiempos de censura, los cuales son 
independientes de los tiempos de vida, entonces 

se puede definir la función de riesgo de un 
modelo constante por tramos  con múltiples 
puntos de cambio. 

 
Definición 1.5.  Sea 𝑇 el tiempo de vida o falla, 

se dice que  𝑇 tiene múltiples puntos de cambio 

si  su función de riesgo ℎ(𝑡) esta dada por  
 

 

ℎ(𝑡) = {

𝛼1,       0 ≤ 𝑡 <  𝜏1,
𝛼2,       𝜏1 ≤ 𝑡 <  𝜏2 ,

   ⋮                    ⋮             
𝛼𝑘+1,       𝑡 >  𝜏𝑘 ,       

                       (7)   

 
 En donde   0 <  𝜏1 < 𝜏2 < ⋯ < 𝜏𝑘 ,  𝑘 es el 

número de puntos de cambio en el modelo, y 𝛼𝑖 
es el valor que toma la función de riesgo en 

cada intervalo (𝜏𝑖 , 𝜏𝑖+1). 

 
 Teniendo el modelo de riesgo constante 
por tramos, se encuentra la función de densidad 

de la variable aleatoria  𝑇. Haciendo uso del 
Corolario 1.4,  se tiene  que 𝑓(𝑡) es  
 

 
𝑓(𝑡) =

{

𝛼1𝑒𝑥𝑝[−𝛼1𝑡],                                         0 ≤ 𝑡 <  𝜏1,

𝛼2𝑒𝑥𝑝[−𝛼1𝜏1 − 𝛼2
(𝑡 − 𝜏1

)],             𝜏1 ≤ 𝑡 <  𝜏2,
           ⋮                                                        ⋮    

𝛼𝑘+1𝑒𝑥𝑝[−𝛼1𝜏1 − ⋯ − 𝛼𝑘+1
(𝑡 − 𝜏𝑘

)],    𝑡 >  𝜏𝑘.  

      (8)  

 

 Como se puede observar esta densidad 

es una función exponencial. 
 

 Puesto que necesitamos saber el número 
de fallas que hay hasta un tiempo 𝑇 definimos 

la siguiente función contadora. 
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Definición 1.6. Sea 𝜏𝑗 el punto de cambio, 

entonces el número de fallas observadas hasta 

el tiempo de falla 𝜏𝑗 es  

 

𝑋(𝜏𝑗) = ∑ 𝐼(𝑇𝑖 <  𝜏𝑗)𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1 .                             (9)  

 
 Podemos tratar el problema, como tipo 

secuencial, el cual constara de  realizar una 
prueba de hipótesis, considerando que el 

modelo no tiene puntos de cambio en contra de 
que al menos el modelo tiene un punto de 
cambio, si se rechaza la hipótesis, se continua 

con la siguiente hipótesis, la cual consta de 
probar que el modelo tiene un punto de cambio 

en contra de que  al menos tiene dos puntos de 
cambio, de esta manera se continua con el 
proceso hasta que ya no es rechazada la 

hipótesis nula.   La prueba de hipótesis es la  
siguiente 

 
𝐻0: 𝛼𝑘−1 = 𝛼𝑘        𝑣𝑠   𝐻1: 𝛼𝑘−1 ≠ 𝛼𝑘 ,  
 
 Que es una manera equivalente de 

probar que 𝜏𝑘−1 = 0, para 𝑘 = 2,3, … , 𝐾. 
 

 Este es el procedimiento que se realiza 
para determinar si hay o no puntos de cambio. 
 

 Una parte importante de este 
procedimiento es el hecho de poder estimar los 

parámetros de la función de densidad,  los 
cuales se estiman mediante máxima 
verosimilitud, tomando como referencia la 

función de densidad dada en (6),  y la 
Definición 1.6, se puede concluir que la función 

log-verosimilitud de  𝑓(𝑡) es 
 

𝐿(𝜏1, 𝜏2, … , 𝜏𝑘−1) = 𝑋(𝜏1) log 𝛼1 +
[𝑋(𝜏2 ) − 𝑋(𝜏1)] log 𝛼1 + ⋯ + [𝑛𝑢 −
𝑋(𝜏𝑘−1)] − 𝛼1 ∑ (𝑇𝑖⋀𝜏1)𝑛

𝑖=1 −
 𝛼2 ∑ (𝑇𝑖⋀𝜏2 − 𝜏1)𝐼(𝑇𝑖 > 𝜏1)𝑛

𝑖=1 − ⋯ −

𝛼2 ∑ (𝑇𝑖⋀𝜏𝑘−1)𝐼(𝑇𝑖 >𝑛
𝑖=1

𝜏𝑘 −1).                                                                    (10)  

 
  
 

Después de obtener  la función de log-
verosimilitud se procede a encontrar los 

estimadores de máxima verosimilitud los cuales 
tienen la siguiente expresión 
 

𝛼1̂ =
𝑋(𝜏1)

∑ (𝑇𝑖⋀𝜏1)𝑛
𝑖=1

 ,                                                     

 

𝛼2̂ =
𝑋(𝜏2)−𝑋(𝜏1)

∑ (𝑇𝑖 ⋀𝜏2−𝜏1)𝐼(𝑇𝑖 >𝜏1)𝑛
𝑖=1

,                             (11)             

 

𝛼𝑘̂ =
𝑛𝑢 −𝑋(𝜏𝑘−1)

∑ (𝑇𝑖 ⋀𝜏𝑘−1)𝐼(𝑇𝑖 >𝜏𝑘−1)𝑛
𝑖=1

,                     

  

 Donde el número de tiempos no 
censurados es  𝑛𝑢.  

 
 Ahora bien, sustituyendo los 

estimadores en 𝐿  podemos afirmar que la 
función de log- verosimilitud converge en 

distribución a una Χ2
2, ver [4]. Usando este 

resultado se  empiezan  a realizar las 𝑘 pruebas 

de hipótesis correspondientes.  
  
 Para aceptar o rechazar la hipótesis nula, 

se usa el estadístico de Wald, el cual tiene la 
siguiente expresión:   

 

𝑋𝑤 =
(𝛼𝑘−1̂− 𝛼𝑘̂ )2

𝑉𝑎𝑟 (𝛼𝑘−1̂− 𝛼𝑘̂ )
 ~ Χ1

2.                                (12)    

 

Simulación 

 
Este modelo se puede aplicar a los tiempos de 

vida de los individuos sometidos a algún tipo de 
estudio. Particularmente en los tratamientos o 
en el diagnóstico de una enfermedad crónico 

degenerativa. 
 

 Para verificar la metodología propuesta, 
se realizó una simulación para el modelo 
constante por tramos con dos  puntos de 

cambio. 
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 La simulación consta de 500 tiempos  de 
vida y 500 tiempos de censura, independientes 

e idénticamente distribuidos, con estos datos y 
aplicando la metodología propuesta, se 
estimaron los  tiempos de falla y los parámetros 

para el modelo con dos puntos de cambio, 
teniendo como resultado que  𝜏1 = 3.145,     

𝜏2 = 4.147, 𝛼1 = 0.131, 𝛼2 = 0.385,             

𝛼3 = 0.351,  por lo que tenemos que la función 
de densidad del modelo es 

 
𝑓(𝑡)

= {
0.131𝑒𝑥𝑝[−0.1310𝑡] ,                           0 ≤ 𝑡 <  3.145,

0.385𝑒𝑥𝑝 [0.694 − 0.351𝑡],         3.145 ≤ 𝑡 <  4.147,

0.351𝑒𝑥𝑝[0.6625 − 0.351𝑡] ,                        𝑡 >  4.147.

 

 
Y la función de riesgo está dada por 

 

ℎ(𝑡) = {
0.131,                 0 ≤ 𝑡 <  3.145,
0.385,        3.145 ≤ 𝑡 <  4.147,
0.351,                         𝑡 >  4.147.

 

 

 Esta propuesta nos muestra una forma 
sencilla de poder estimar los parámetros  del 

modelo constante por tramos, se puede observar 
que las estimaciones para los puntos de cambio, 
están alrededor de 3 y 4, por lo que en el caso 

de pacientes con cáncer con etapa terminal, al 
redor de los tres o cuatro meses después de 

detectar la enfermedad  sufren cambios 
abruptos, los cuales generalmente no son 
favorables.  

 
Conclusión 

 

Este estudio nos da una manera simple de 
calcular los tiempos de falla o de vida, de un 

evento específico. Por lo que podemos concluir 
que entre más precisas sea la información que 

se obtenga del riesgo que tiene la población 
bajo estudio, más precisas serán las decisiones 
y conclusiones a las que se puede llegar. Este 

artículo  aporta una nueva metodología para la 
estimación de los parámetros, y muestra en que 

intervalos de tiempo ocurren dichos cambios.  
 

 Los estimadores que se encontraron son 
estimadores de máxima verosimilitud, por lo 

que cumplen con las características de ser 
consistentes, tienen mínima varianza  respecto 
al error cuadrado medio.  

 
 Esta metodología es una aportación de 

utilidad dado  que si el especialista tiene una 
estimación del momento en el que pueden 
ocurrir los cambios, este puede prestar mayor 

interés y obtener mejores resultados  sobre el  
estudio realizado.   

  
 El análisis de supervivencia tiene una 
gran aplicación en el área médica, sin embargo, 

en la práctica conseguir datos que involucren 
tiempos de vida es complicado ya que las bases 

son consideradas como confidenciales. Como 
trabajo futuro se espera poder conseguir una 
base de datos para poder aplicar el modelo 

propuesto.    
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